A. Gisler Credibility ETH Ziirich SS2005

Ubungsserie 1

Aufgabe 1

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass es drei Arten von Risiken gibt: Gute, mittlere und schlechte. Ferner
nehmen wir an, dass 65% zur Kategorie der guten, 30% zur Kategorie der mittleren und nur 5% zur Kategorie
der schlechten gehoren.

Der Schadenaufwand nimmt nur die Werte 0 (schadenfreies Jahr) oder 10’000 an, wobei die zugehérigen

Wahrscheinlichkeiten aus der nachfolgendenTafel ersichtlich sind:

Risikokategorie =~ gut mittel schlecht
Schadenaufwand  Wahrscheinlichkeiten
0 97% 95% 90%
10°000 3% 5% 10%

i) Berechne P"® und P*!l,

ii) Es liege ein Jahr Schadenerfahrung vor.

Berechne P B®%S fiir alle moglichen Beobachtungen (Schadenaufwand 0 oder 10°000).

iii) Berechne PB®®S fiir alle moglichen Beobachtungen, falls zwei Jahre Schadenerfahrung vorliegen, wobei

die Schiden gegeben © in jedem Jahr unabhingig seien.
Aufgabe 2

Eine Versicherungsgesellschaft méchte ein Schadenfreiheitsrabatt (SFR)in der Hausrat-Versicherung einfiihren.
Der Versicherungsnehmer erhélt einen SFR von 15% auf den Prdmen, wenn die letzten drei Jahre schadenfrei
waren.

Die Préimie ist proportional zur Versicherungssume (VS), und es wird angenommen, dass die folgenden Bedin-

gungen erfiillt sind:

- Die Schadenanzahl N;; des Versicherten i im Jahre j ist Poisson verteilt mit Poisson-Parameter ©;. Der
Poisson-parameter hingt nicht ab von der VS und wir nehmen an, dass die Schadenanzahlen N;; die

Bedingungen des Poisson-Gamma Modells erfiillen.
- Schadenanzhal und Schadenhshen sind unabhingig.

- Der Erwartungswert der Schadenhohe ist proportional zur VS.

Die folgenden Schadenanzahlen und versicherte Policen (gemessen in Jahresrisiken) wurden in einem besimmten
Statistikjahr beobachtet:

k 0 1 2 3 4 =5 Total
# Policen (JR)
mit K Schiden 143’991 | 11’588 | 1’005 | 85 6 2 156’677
in einem Jahr

a) Passe eine negative Binomial-Verteilung an die obigen Beobachtungen an.

b) Berechne den Variationskoe zienten CoVa(©;), der ein gutes Mass fiir die Heterogenitét des Portfolios
darstellt.

¢) Um wieviel Prozent werden die Primieneinnahmen durch die Einfiithrung des SFR sinken ? Aus
Vereinfachungsgriinden nehme an, dass alle Policen eine Beobachtungsdauer von mindestens drei Jahren

aufweisen.



d) Ist der SFR von 15% fiir drei schadenfreie Jahre verniinftig ? Vergleiche ihn mit dem Rabatt, der mit

dem empirischen Bayes Schétzer resultieren wiirde.
Aufgabe 3

In der Gruppenleben-Versicherung mochte man fiir grossere Vertrige und Kollektive individuelle Sterbetafeln
ermitteln. Fiir die Modellierung immen man an, dass das Altersprobl dasselbe ist wie in der verwendeten ” Basis-
Sterbetafel”, dass sich die individuelle Sterbetafel aber um einen Faktor ©; unterscheidetr ( qi"¢ = ©,q,). wir

nehme ferner an, dass @, Gamma-verteilt ist mit Erwartungswert 1 und einem Variationskoeffizienten von 20%.

Fiir einen grosseren Vertrag wurden folgende Beobachtungen gemacht:
beobachtete Anzahl Jahresrisiken: 6’500

erwartete Anzahl Todesfille aufgrund der Basis-Sterbetafel: 25
beobachtete Anzahl Todesfille: 15

ayes

Berechne den Bayes Schitzer @;3 von ©;.

Aufgabe 4

In der Branche Unfall hat sich die Lognormalverteilung als Schadenhthenverteilung oft bewdhrt. Nehmen wir
an, dass wir fiir verschiedene Risikogruppen die erwartete Schadenhthe bestimmen wollen. Dazu nehmen wir
an, dass der Parameter 0 der Lognormalverteilung gleich ist fiir alle Risikogruppen, dass aber der Parameter [
der Lognormalverteilung von Risikogruppe zu Risikogruppe unterschiedlich ist, d.h. wir setzen U (©) = ©.

a) Finde die natiirlich konjugierte Klasse.

b) Bezeichne mit Yi("), v =1,2,...,n die beobachteten Schadenh6hen in der Risikoklasse i. Finde den Bayes
Schitzer fiir ©; mit der a priori Verteilung aus der konjugierten Familie und unter der Annahme, dass
E [©,] = 7.3 und CoVa (0;) = 10% (CoVa = Varitaionskoe zient) . Vergleiche @>%% mit dem Maximum-
Likelihood-Schétzer (fiir 0 bekannt, § unbekannt).

¢) Fiir die Klassen i = 1,2 wurden folgende Schadenhshen YZ-(V) beobachtet:

v= 1 2 3 4 5 6
Y 195 187 210 326 470 532
Y 161 11000 19899 67106 7469

v= 7 8 9 10
Y 1001 10095 9427 140591

Schiitze den Erwartungswert der Schadenhohen fiir die beiden Klassen, indem man den Parameter O
der Lognormal-Verteilung schéitzt und in die Formel fﬁrA(i/(leﬁlEErwartungswert der Lognormal-Verteilung
einsetzt. Schitze ©; mit drei verschiedenen Methoden: J; (Maximum-Likelihood), ©%°" und @E’ayes.
Erstelle eine Tabelle mit den erhaltenen Schétzer fiir den Erwartungswert der Schadenhshe und kommen-

tiere die Resultate.
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Lésungen zur Ubungsserie 1

Aufgabe 1

i)

9= gut mittel schlecht | pco!
p"d | 300 500 1’000
u(¥) | 65%  30% 5% 395

ii) Mit Hilfe des Theorem von Bayes l&sst sich die a posteriori Wahrscheinlichkeitsverteilung « (¢ |« ) berech-
nen und daraus auch PB&®s = g [ pind| X7,

x Y= gut mittel  schlecht | pBayes
pind — 300 500 1’000

0 |u@|X=x)= 6564% 29.67% 4.69% | 392.14
10000 | u (P |X =x) = | 49.37% 37.97% 12.66% | 464.56

iii) Die Beobachtung X ist jetzt ein zweidimensionaler Vektor, der folgende Werte annehmen kann: x; =
(0,0), x2 = (10’000, 0) , x3 = (0,10'000) , x4 = (10’000, 10"000) .

Mit Hilfe des Theorem von Bayes konnen wir erneut die a posteriori Wahrscheinlichkeitsverteilungen
u (9 |X = x) berechnen und daraus PBaYes,

X Y= gut mittel  schlecht | pBaves
pind — 300 500 1’000

xp |u(@|X=x)= 66.27% 29.34% 4.39% | 389.40

x2 |u(@|X=x)= 5022% 37.83% 11.95% | 459.30

x3 | u(@|X=x)= 5022% 37.83% 11.95% | 459.30

x4 |u(@|X=x)= 31.88% 40.87% 27.25% | 572.48

Aufgabe 2
a) Momentenmethode zur Schatzung der Parameter:

liy = 0089 , &4 =0.0976

= 7 = 0878 , B=90911

Anpassung der Negativ-Binomial Verteilung:

k= 0 1 2 3 4 >5
Anzahl Policen mit k claims:

beobachtet: 143’991 11’588 1°'005 85 6 2
angepasst: 143’990 11’593 998 88 8 1

b)
B v/ Var[O] o
CoVa () = e o] - v,
= CoVa(®)=71=1.07.
c) Sei N3 die Anzahl Schaden innerhalb der letzten drei Jahre einer zufallig gezogenen Police. N3 ist bed-

ingt gegeben © Poisson verteilt mit Parameter ©3 = 30. Folglich ist N3 Negativ-Binomial verteilt mit
geschétzten Parametern 7; = 7 and ﬁ3 = @/3.



~ \Y
P(N3=0)=< b ) = 0.793.

3+3
Auswirkung auf die Pramie: geschatzte Reduktion = 0.15-0.793 = 11.9%.

d) Fur N3 = 0 erhalten wir

©Baves B g
B3+3

@B/aﬁs )

Qkoll B+3

Der Pramienrabatt aufgrund des empirischen Bayes Schatzer betragt 23.2%. Der Rabatt von 15% fir
drei schadenfreie Jahre liegt darunter und ist etwas auf der sicheren Seite, was vernunftig ist.

Aufgabe 3

0, ist Gamma verteilt mit Parametern +, 5 = ~.

CoVa(0;) =0.2 v = 25.
gBaves — + N = 25+ 15 =0.8.
Y+uy  25+25
Aufgabe 4
a) Familie der Normalverteilung.
b) v’ ~ Lognormal (©4,02)
©; ~ Normal (u,72).
~ 1 <&
Vv = - > I (vi),
y=1
@Zsayes = - 1/9\MLE + (1 — oz)lu ,
. n
wobei o = 5
n+ 2z

) (A
Aus CoVa (Yi |@,1«,) = @ -1=4 o?=1In(17) = 2.8332.
Aus i =T7.3 and CoVa (0;) = 10% 72 = 0.5329.

c) Die geschatzten Erwartungwerte der Schadenhohen, die man mit Hilfe der Schatzer ©; erhélt, sind:

~(1 9 o2 2 Bayes 4 o2 __ 3 okoll 4 o2
Mgf) — IMLEFS ’Mg/‘) P +% ”u§/) O

Resultate:
i | Oypp ©BWes gkl | D 7@ 50 beobachteter
Schadendurchschnitt
7.21 7.24 7.30 | 3906 4’561 6’103 15’396
2 7.46 740 7.30 | 7’155 6’771 6’103 3’347
Kommentare:

Obwohl der beobachtete Schadendurchschnitt der zweiten Klasse viel tiefer ist als derjenige der ersten, ist
es bei den Schétzern ﬁ§,l) und a§,2> genau umgekehrt. Der Punkt ist der, dass der Schadendurchschnitt
der ersten Klasse sehr stark durch einen Ausreisser gepragt ist und dieser durch den maximum likelihood
Schatzer heruntergewichtet wird, was richtig ist.
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Ubungsserie 2

Aufgabe 1

Gegeben sind folgende Daten aus einem Portfolio von Feuer-Versicheurngsvertrigen, wobei:
W = Gewicht = Versicherungssumme in Mio,

S = Totaler Schadeaufwand in 1000,

X = S/w = Schadensatz in %o

(= Totaler Schadenaufwand pro Versicherungssummeneinheit).

Risikogruppen / Jahre 1 2 3 4 5 Total
Gruppe 1 w 729 786 872 951 1019 4 357
S 583 1100 262 837 1630 4412
X 0.80 1.40 0.30 0.88 1.60 1.01
Gruppe 2 w 1631 1802 2090 2300 2 368 10 191
S 99 1298 326 463 895 3081
X 0.06 0.72 0.16 0.20 0.38 0.30
Gruppe 3 w 796 827 874 917 944 4 358
S 1433 496 699 1742 1038 5408
X 1.80 0.60 0.80 1.90 1.10 1.24
Gruppe 4 w 3152 3454 3715 3859 4198 18 378
S 1765 4145 3121 4129 3358 16 518
X 0.56 1.20 0.84 1.07 0.80 0.90
Gruppe 5 w 400 420 422 424 440 2106
S 40 169 1018 44 1271
X 0.10 0.00 0.40 2.40 0.10 0.60
Total w 6 708 7 289 7973 8 451 8 969 39 390
S 3920 7 039 4 577 8189 6 965 30 690
X 0.58 0.97 0.57 0.97 0.78 0.78

Wir mochten fiir jede Risikogruppe i = 1,2,...,5 die individuellen Schadensitze u(©;) = E [X;| ©;] schétzen.

a) Berechne den homogenen Credibility-Schétzer basierend auf dem Biihlmann-Straub Moedell (Modell-
Annahmen 4.1) mit £ = 3000 Mio.

b) Wie in a) aber mit x = 6000 Mio.
c) Wie in a) jedoch mit # (bzw. 02 und 72) aus den Daten geschitzt (empirischer credibility Schiitzer).

d) Uberpriife, dass (4.19) aus Theorem 4.5 erfiillt ist, d.h. zeige, dass fiir alle in a)-c) erhaltenen, homogenen
Credibility Schétzer die resultierende Credibility Pramie iiber die Beobachtungsperiode im Total iiber das

ganze Portfolio mit dem beobachteten Schadenaufwand tibereinstimmt.

e) Die alten Tarife (basierend auf fritheren Beobachtungsperioden und a priori Wissen) besitzen die folgende
(relative) Struktur:

Risikogruppen 1 2 3 4 5
A priori Pramienfaktor 0.70 0.80 1.50 1.00 0.50

Berechne die Risikoprémiensitze basierend auf dem (empirischen) homogenen Credibility Schétzer unter

Verwendung obiger Faktoren als a priori Differenzen zwischen den Risiken (Modell-Annahmen 4.14)

Vergleiche die Struktur des alten und des neuen Tarifs.



Aufgabe 2

Die folgende Tabelle zeigt die “risk exposure”, den totalen Schadenaufwand und den durchschnittlichen Schade-
naufwand pro Risiko eines Motorfahrzeug-Portfolio, und zwar sowohl fiir Normal- wie auch fiir Grossschiden

(unter/iiber einer gewissen Grenze).

Region # Jahres- Schadenaufwand (SA)
risiken Alle Schaden Normalschaden Grosschaden
(JR) Total Sch.bedarf Total Sch.bedarf Total Sch.bedarf
in 1 000 (SA/JR) in 1 000 (SA/JR) in 1 000 (SAJR)
1 41706 17 603 422 7498 180 10 105 242
2 9 301 5822 626 1900 204 3922 422
3 33678 15033 446 7 507 223 7526 223
4 3082 758 246 560 182 198 64
5 27 040 11158 413 4142 153 7016 259
6 44 188 25029 566 7928 179 17 101 387
7 10 049 5720 569 1559 155 4161 414
8 30 591 14 459 473 6 568 215 7 891 258
9 2275 329 145 329 145 0 0
10 109 831 54 276 494 21859 199 32417 295
Total 311741 150 187 482 59 850 192 90 337 290

a) Berechne die reine Risikopriamie, das heisst die Werte des (empirischen) Credibility Schétzers basierend
auf den Daten in Spalte 4 der obigen Tabelle (Schadenbedarf fiir alle Schiden)

b) Berechne die reine Risikopramie fiir Normalschéiden, das heisst die Werte des (empirischen) Credibility
Schiitzers basierend auf den Daten der Spalte 6 der obigen Tabelle (“Schadenbedarf fiir Normalschéden”)

¢) Analog wie in b) aber jetzt fiir die Grossschéiden.

d) Vergleiche die reinen Risikopréimien resultierend aus der Summe von b) und c¢) mit denjenigen erhalten in

a).

Aufgabe 3

Fiir eine Autoflotte verwendet eine Gesellschaften eine Erfahrungstarifierungssystem basierend auf der Schade-
nanzahl. Die Ausgangsbasis ist eine Basisprimie, die bestimmt wird aufgrund von geschitzten (a priori)
Schadenfrequenzen und Schadendurchschnitten fiir unterschiedliche Fahrzeugtypen, wobei diese a priori Werte
aufgrund von Risikostatistiken ermittelt wurden (welche das ganze Motorenfahrzeugportfolio enthilt und nicht
nur Flotten). Je nach Flottenzusammensetzung kann man fiir jede Flotte i die a priori erwartete Schadenanzahl
V; bestimmen. Es wird dann angenommen, dass die individuelle, erwartete Schadenanzahl der Flotte i gleich
V; - ©; ist mit E[©;] = 1. Schitze fiir jede Flotte i = 1,...,10 den Erfahrungsfaktor ©; basierend auf den

beobachteten Werten geméss nachfolgender Statistik:

Flotte # Jahres- # Schaden
risiken beob. a priori
erw.
a b c
1 103 18 23
2 257 27 16
3 25 2 4
4 84 20 17
5 523 109 120
6 2147 518 543
7 72 11 10
8 93 16 13
9 154 116 129
10 391 156 118
Total 3849 993 993
Aufgabe 4

In der Branche ” Allgemeine Haftpflicht” nehmen wir an, dass die Schéiden, welche die Grenze von 200 000 CHF
iiberschreiten, Pareto verteilt sind. Um die Préamie fiir verschiedene Deckungslimiten zu berechnen, wollen wir
die Pareto Parameter fiir jede der 6 folgenden Risikogruppen aufgrund der beobachteten Einzelschadenhshen

gemiss nachfolgender Tabelle schéitzen und zwar unter der Annahme, dass die Modell-Voraussetzungen 4.16



erfiillt sind.

Risikogruppe 1 2 3 4 5 6
214266 201015 208415 201232 201991 210000
215877 215670 208791 260000 290190 210150
220377 221316 210232 272856 339656 225041
230501 241750 213618 395807 349910 226312
241872 249730 216678 736065 385545 253700
245992 258311 227952 776355 443095 280000
260 000 260000 237824 890728 480712 315055
260 000 265696 240500 1005186 714988 335000

263214 268880 247 000 800 000 340 000
263497 273000 255879 1280928 354929
278934 296245 279284 1361490 382500
290000 299000 279376 2112000 450 000
290452 363744 300 398 500 000
292500 382581 319 141 500 000
301636 400000 321628 500 000
312920 400000 400 465 500 000
319757 477581 401 461 700 000
340733 640131 404 027 729 000
384 489 656 086 405576 810 000
392437 800000 472138 900 000
397 649 1014262 632 161 900 000
400 000 1046388 671758 1 500 000
400 000 1231272 2 000 000
400 000 1303 129 3000 000
400 000 1500 929
400 000 2400 644
415178 2 485 646
433 144
451 256
464 000
478 146
640 000
720 000
880 000

# Schaden 34 22 27 8 12 24

Aufgabe 5

Firmen sind geméss Obligationenrecht (oder Gesamtarbeitsvertrégen) verpflichtet, im Falle von Krankheit ihren
Mitarbeitern wiihrend einer bestimmten Frist weiterhin den Lohn zu bezahlen. Dafiir konnen sich die Firmen
mit einer Versicherungsvertrag in der Branche “Kollektiv Krankenversicherung” absicherung. Wir betrachten
ein Portfolio solcher Versicherungsvertrige mit der folgenden Deckung: wenn ein Arbeiter krankheitsbedingt
nicht arbeiten kann, bezahlt die Versicherung (nach einer Warteperiode von 3 Tagen) 80% des Saldrs wéithrend
der Dauer der Krankheit bis maximal 2 Jahre. Die Basistarifpramie wird bestimmt durch Multiplikation eines

Pramiensatzes mit dem Salér aller Mitarbeiter der versicherten Firma.

Die Schadenerfahrung variiert stark von Firma zu Firma, was nicht weiter erstaunt, da individuelle Faktoren wie
zum Beispiel das Arbeitsklima oder die Absenzenkontrolle die Schadenbelastung erheblich beeinflussen kénnen.
Aus diesem Grund fiihrt eine Versicherung ein Erfahrungs-Tarifierungsschema ein, welches sich auf das Modell
in Abschnitt 5.3 stiitzt (Modell Annahmen 5.4). Die reinen Risikoprémien P; des Basistarifs werden dabei als
Gewichte genommen. Bei jeder Vertragserneuerung werden die Schadenerfahrungen aus den letzten drei Jahren
beriicksichtigt und zwar mit Hilfe eines Korrekturfaktors, der auf den Basisprimiensatz angewandt wird. Wir
nehmen an, dass der Basispramiensatz “stimmt”, das heisst E [X;] = py = 1. Ziel ist es den Korrekturfaktor
My (©;) durch Anwendung der semilinearen Credibility Formel zu schétzen (mit “Stutzen” der individuellen
Schadenhohen).

Die Strukturparameter wurden mithilfe der Beobachtungen des gesammten Portfolios abgeschiitzt. Die nach-
folgende Tabelle zeigt die Schiitzungen fiir die Parameter [, b2, b2, ky = bQZ/iD2 v Pxyz =bxz/(Dx -bz) in
Abhéingigkeit vom Stutzungspunkt m.



Stutzungsp. Schatzung von

m o7 1,2 B I NI Txz pxz Kz
0 15 531 0.0895( 173 531 1.0 0.0895( 100.0% 1.000
100 000 14 465 0.0891 162 346 1.0 0.0888 99.4% 0.994
95 000 14 339 0.0894| 160 391 1.0 0.0889 99.4% 0.992
90 000 14 171 0.0896( 158 158 1.0 0.0889 99.3% 0.991
85 000 13 995 0.0900( 155 500 1.0 0.0890 99.2% 0.989
80 000 13 828 0.0904| 152965 1.0 0.0891 99.1% 0.988
75000 13672 0.0908( 150573 1.0 0.0892 98.9% 0.987
70 000 13 489 0.0912 147 906 1.0 0.0893 98.8% 0.985
65 000 13 222 0.0914| 144 661 1.0 0.0893 98.7% 0.983
60 000 12 834 0.0908( 141 344 1.0 0.0889 98.6% 0.977
55 000 12 370 0.0904( 136 836 1.0 0.0886 98.5% 0.972
50 000 11758 0.0893( 131669 1.0 0.0880 98.4% 0.964
45000 10917 0.0879 124 198 1.0 0.0872 98.3% 0.954
40 000 9944 0.0854( 116 440 1.0 0.0858 98.1% 0.939
35000 8970 0.0823| 108 991 1.0 0.0838 97.6% 0.921
30 000 7993 0.0761| 105033 1.1 0.0808 97.9% 0.900
25000 7 047 0.0708 99 534 1.1 0.0778 97.7% 0.876
20 000 6 089 0.0645 94 403 1.2 0.0734 96.6% 0.848
15 000 5002 0.0589 84 924 1.2 0.0690 95.0% 0.810
10 000 3874 0.0523 74 073 1.3 0.0625 91.4% 0.755
5000 2570 0.0429 59 907 1.4 0.0525 84.7% 0.657

a) Um eine Idee zu bekommen, wo die Schiiden am besten gestutzt werden sollten (in Abhingigkeit von der
Grosse des Vertrages), zeichne grafisch die Funktion R (m) = b?X 7 bg) auf fiir Vertrdge mit P = 60000,
300000, 500000, wobei P die reine Risikopramie ist, die man mithilfe des Basistariffs iiber die letzten drei
Beobachtungsjahre erhilt.

b) Die Gesellschaft wihlt folgende Stutzungspunkte m:

m = 15000 falls 30000 < P < 100000,
m = 30000 falls 10000 <P < 1000000,
m = oo falls P > 1000 000.

Berechne die resultierenden Korrekturfaktoren fiir die folgenden Vertrige, wobei P wie oben definert ist

und S den totalen, aggregierten Schadenaufwand iiber die letzten drei Jahre darstellt:

Police 1: P =20000,

S=0
Police 2: P = 20000,
S = 36000,

wobei kein Schaden > 15 000.
Police 3: P = 20000,
S = 36000,
wobei ein Schaden > 15 000: 32 000.
Police 4: P = 300000,
S = 300000,
wobei kein Schaden > 30 000.
Police 5: P = 300000,
S = 360000,
wobei zwei Schiden > 30000: 38000, 162 000.



A. Gisler

Aufgabe 1

a) K= 3000 Mio, ji, = 0.80

Lésungen zu Ubungsserie 2

Credibility

Risikogruppen 1 2 3 4 5 | Total
a; 59% 7% 59% 86% 41%
——— hom
1(©:) 0.93 042 1.06 0.89 0.72 0.78
——hom
w; - 1 (0;) 4038 4239 4628 16268 1517 | 30690
b) K= 6000 Mio
Risikogruppen 1 2 3 4 5 | Total
Q; 2% 63% 42% %  26%
hom
1(©;) 0.89 048 0.98 0.87 0.74 0.78
——hom
w; - 1 (0;) 3860 4938 4280 16044 1568 | 30690
¢) 6% = 261 Mio, T = 0.102 Mio, R = 2558 Mio
risk group 1 2 3 4 5 | Total
a; 63% 80% 63% 8%  45%
hom
1(0,) 094 040 1.08 0.89 0.71 0.78
——hom
w; - 1 (0;) 4075 4106 4703 16304 1502 | 30690

d) Wie aus der obigen Tabelle hervorgeht, betréigt das Total der Credibility-Préimien in allen drei Fiillen

30’690, was gerade dem beobachteten Schadenaufwand iiber die vergangene Beobachtungsperiode entspricht.

e) 62 = 356 Mio, T2 = 0.066 Mio, K = 5404 Mio

Risikogruppen
M

_——hom
—_—

1 (©:)

_——_hom
j—

w; - 11(65)

1
0.60

0.75

3261

2
0.68

0.45
4635

3
1.28

1.26

5493

0.86

0.89

16 340

0.43
0.46

962

Total
0.78

0.78
30690

ETH Ziirich, SS2005




Aufgabe 2
_——hom

72=0== p(®;) =482 fiir alle Risikogruppen i =1,2,...,10.

a) T

b) 6% = 6021772, 72 = 293, R = 20577, i = 189
Die resultierenden Credibility Schitzwerte konnen der nachfolgenden Tabelle entnommen werden.

Region # Jahres- Normalschaden
risiken Resultate
@in Gewichte  Schatzung von Relativ
o Woi) u(®;)/Total
1 41 706 67.0% 183 0.95
2 9301 31.1% 194 1.01
3 33678 62.1% 210 1.09
4 3082 13.0% 188 0.98
5 27 040 56.8% 169 0.88
6 44 188 68.2% 182 0.95
7 10 049 32.8% 178 0.93
8 30591 59.8% 204 1.06
9 2275 10.0% 185 0.96
10 109 831 84.2% 197 1.03
Total 311 741 192 1.00

Tabelle: Resultate Aufgabe 2 b)

_——hom
f—

o) P =0==p(0;) =290 firi=12,...,10.

d) Durch Zusammenfassung der Resultate aus b) und ¢) erhélt man die Schéitzwerte in der nachfolgenden

Tabelle.
Region # Jahres- Alle Schaden
risiken
@in Schatzung von Relativ
H®y) H(®y)/Total

1 41706 473 0.98
2 9301 484 1.00
3 33678 500 1.04
4 3082 478 0.99
5 27 040 458 0.95
6 44188 472 0.98
7 10 049 468 0.97
8 30591 494 1.03
9 2275 474 0.98
10 109 831 487 1.01

Total 311741 482 1.00

Tabelle: Resultate Aufgabe 2 d)

Aufgabe 3

Schitzung der Strukturparameter:
Schadenfrequenz:
No=52=10541, 72=0.0265 &=2 =40.

resultierende Credibility Schitzwerte: sieche nachfolgende Tabelle.

Flotte # Jahres- # Schaden Standardisierte Schadenfrequenz
risiken Beob. A priori Beob. credibility| cred. Schatzung von
erw. Gewicht (C]

1 103 18 23 0.78 36.6% 0.95
2 257 27 16 1.69 28.7% 1.24
3 25 2 4 0.50 9.1% 1.00
4 84 20 17 1.18 29.9% 1.09
5 523 109 120 0.91 75.1% 0.94
6 2147 518 543 0.95 93.2% 0.96
7 72 11 10 1.10 20.1% 1.06
8 93 16 13 1.23 24.6% 1.10
9 154 116 129 0.90 76.4% 0.94
10 391 156 118 1.32 74.8% 1.25

Total 3849 993 993 1.00

Tabelle: Resultate Aufgabe 3



Aufgabe 4

a) Schitzung der Strukturparameter:
~ N2
Jy=135%, #*=00229, %= (do) /7> =8L

Credibility Schitzwerte fiir den Pareto-Parameter: siehe nachfolgende Tabelle.

Gruppen 1 2 3 4 5 6
# Schéaden 34 22 27 8 12 24
MLE* von © 1.77 1.58 1.30 1.00 0.87 1.04
Cred. Gewicht o; 28.2% 19.7% 23.5% 6.9% 10.9% 21.2%
Cred. Schéatzung von ©; 1.48 1.40 1.35 1.33 131 1.29

Tabelle: Resultate Aufgabe 4

Aufgabe 5

a) Die folgende Tabelle zeigt die Werte von

. P
Qz — P+ Klzv
R(m) = p?XY az,

falls man die Strukturparameter in den Formeln durch die geschiitzten Werte aus der Tabelle in Aufgabe
5 ersetzt. Aus dem Graph von R(m) sieht man, dass diese Funktion relativ Bach ist, sodass man m aus
einer grossen Bandbreite wihlen kann, ohne dabei viel an Genaugkeit zu verlieren. Tatséichlich ist eines
der Hauptziele von “credibility mit Stuzen” zu verhindern, dass ein oder wenige Grossschiden zu grossen

Spriingen in der Priamie fiihren.

Abschneidepunkt P =60 000 P =300 000 P =1 000 000
m oz R(m) oz R(m) oz R(m)

00 25.7% 0.257| 63.4% 0.634 85.2% 0.852

100 000| 27.0% 0.267] 64.9% 0.642| 86.0% 0.851
95000| 27.2% 0.269| 65.2% 0.644| 86.2% 0.851
90 000| 27.5% 0.271] 65.5% 0.645| 86.3% 0.851
85000| 27.8% 0.274] 65.9% 0.648| 86.5% 0.851
80000 28.2% 0.276| 66.2% 0.650| 86.7% 0.851
75000| 28.5% 0.279| 66.6% 0.652| 86.9% 0.851
70 000| 28.9% 0.282| 67.0% 0.654| 87.1% 0.851
65000| 29.3% 0.286| 67.5% 0.658| 87.4% 0.852
60 000| 29.8% 0.290| 68.0% 0.661| 87.6% 0.852
55000| 30.5% 0.296| 68.7% 0.666| 88.0% 0.853
50 000| 31.3% 0.303| 69.5% 0.673| 88.4% 0.856
45000| 32.6% 0.315| 70.7% 0.684| 89.0% 0.860
40 000| 34.0% 0.328| 72.0% 0.694| 89.6% 0.863
35000| 35.5% 0.338] 73.4% 0.699| 90.2% 0.860
30000| 36.4% 0.348| 74.1% 0.710| 90.5% 0.867
25000| 37.6% 0.359 75.1% 0.717( 90.9% 0.869
20000| 38.9% 0.363| 76.1% 0.710( 91.4% 0.853
15000 41.4% 0.374| 77.9% 0.704 92.2% 0.832
10000| 44.8% 0.373| 80.2% 0.669| 93.1% 0.777

5000 50.0% 0.359] 83.4% 0.598] 94.3% 0.677
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b) Die Formeln fiir die Korrekturfaktoren sind:

— 1 + m . (Z15/000 — 081), falls P S 100 0007
p(©) =4 1+ pribeom - (Zswooo — 0.90), falls 100000 < P < 1000000,
1+ b - (X — 1), falls 1000000 < P.

Fiir die fiinf Policen erhélt man:

P m Totaler Schadenaufwand Schadenbelastung estimate of
original nach Stutzen |original nach Stutzen Hx(©y)
Police 1 20 000 15 000 0 0 0% 0% 0.82
Police 2 20 000 15 000 36 000 36 000 180% 180% 1.22
Police 3 20 000 15 000 36 000 19 000 180% 95% 1.03
Police 4 300 000 30 000 300 000 300 000 100% 100% 1.08
Police 5 300 000 30 000 360 000 220 000 120% 73% 0.87

Bemerkung:Die Schadenfreie Police 1 erhilt einen Rabatt von 18% im Vergleich zum Basisprimiensatz.
Die Policen 2 und 3 haben beide eine sehr schlechte Schadenerfahrung: die beobachtete “Schadenbelastung
(hier bezogen auf die reine Risikopriamie)” betrdgt 180% fiir beide. Bei Police 3 ist diese hohe “Schaden-
belastung” zum grossten Teil auf einen Grossschaden zuriickzufiithren. Deshalb ist der Zuschlag auf Police
3 nur 3%, wo hingegen der Zuschlag auf Police 2 22% betriigt. Die beobachtete “Schadenbelastung” von
Police 4 stimmt mit dem a priori erwarteten Wert iiberein. Trotzdem erhilt diese Police einen Zuschlag
von 8%. Der Grund dafiir ist der folgende: Police 4 hat eine “Schadenbelastung” von 100% und dies
obwohl es in der Beobachtungsperiode keine Grossschiden gab (iiber 30 000). Deshalb wird die “Schaden-
belastung” von 100% als ungiinstige Beobachtung angeschaut. Genau das Gegenteil trifft fiir Police 5 zu:
die beobachtete “Schadenbelastung” liegt sogar bei 120%, aber dies ist durch 2 Grossschiiden bedingt.
Ansonsten ist die Schadenerfahrung sehr gut. Deshalb erhilt Police 5 sogar eine Reduktion von 13%.
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Aufgabe 1

Eine Versicherungsgesellschaft will den erwarteten Schadensatz (Schadenaufwand dividiert durch ein passendes
Gewicht) fiir verschiedene Risikokategorien in einer bestimmten Branche berechnen. Es sind sowohl Gesellschafts-
eigene wie auch die Daten aus einer Gemeinschaftsstatistik (exklusive die Gesellschafts-eigenen Daten) vorhan-

den, und zwar fiir eine Beobachtungsperiode von n Jahren. Die Tabelle enthiilt die folgenden Daten:

e Der beobachtete Durchschnitt der Schadenséitze X;.

* Die empirische Varianz o? der jéhrlichen Schadensétze X;; gegeben durch:

e Die Gewichte W;, iiber die gesammte Beobachtungsperiode.

Risiko- Eigene Gesellschaft Fremde Gesellschaften
gruppe X; o Wi X; o2 "
1 0.81 42.30 3'847 0.75 43.60 14'608
2 0.94 31.60 1'150 0.86 27.10 3'081
3 0.93 27.20 2'843 1.06 49.30 4'644
4 1.14 49.25 1123 0.89 17.30 3'487
5 0.73 16.40 532 1.01 23.90 9'004
6 1.04 37.65 1'309 0.86 27.45 4'467
7 1.48 39.60 1'332 1.19 46.60 4'536
8 1.10 21.60 923 0.79 23.35 2'718
Total 0.98 13'059 0.90 46'545

a) Berechne die Werte der (empirischen) homogenen credibility Schiitzer mit dem hierarchischen Modell,
zwar mit Unterscheidung nach Risikogruppen auf Level 2 und der Unterscheidung nach eigener und fremde
Gesellschaften auf Level 1.

Neben den Punktschétzungen soll auch ein Indikator angegeben werden fiir die Genauigkeit dieser Schitzun-
gen. Als Mass fiir die Genauigkeit soll die Wurzel aus dem quadratischen Verlust dienen. Diesen erhiilt
man, indem man die geschétzten Parametern in die Formel fiir den quadratischen Verlust einsetzt.
Bemerkung: Beachte, dass der auf diese Weise berechnete quadratische Verlust den Fehler der Parame-
terschitzung nicht berticksichtigt.

b) Mache dasselbe wie in a), aber diesmal mit der Untescheidung eigene/fremde Gesellchaften auf Level 2
und der Unterscheidung nach Risikogruppen auf Level 1.

c) Diskutiere kurz die Unterschiede zwischen den beiden Modellen a) und b).

Aufgabe 2

Betrachte dieselbe Situation wie in Aufgabe 1. Berechne die Werte der (empirischen) homogenen credibility
e

Schétzer fiir jede Risikogruppe i, indem simultan sowohl die Schadensitze B, (Daten der eigenen Gesellschaft)

wie auch die Schadensitze Bi@) (Daten der fremdems Gesellschaften) in Betracht gezogen werden. Wir setzen
voraus, dass die Modellannahmen 7.7 fiir die Paare Bi(l), BZ.(2) erfiillt sind.

Neben den Punktschitzungen soll analog wie in Aufgabe 1 der gleiche Indikator fiir die Genauigkeit der Schitzw-
erte h berechnet werden.



Aufgabe 3

Zwecks Einfiihrung einer ErfahrungstariPerung mochte eine Gesellschaft in “Kollektiv-Leben” “individuelle
Invalidisierungswahrscheinlichkeits-Kurven” schétzen. Sei i, die Basiskurve, welche die a priori Invalidisierungswahrschein
lichkeit fiir die Altersjahre X = 16,17,...,65 aufzeigt. Ziel ist es fiir die Vertrige i = 1,2,..., | die individuellen

Kurven zu bestimmen.

Der Einfachheit halber betrachte man statt der Altersjahre X = 16, 17,...,65 die Altersgruppen A; = (16, 20],

Az = (21,25],..., A1p = (60, 65]. Fiir einen bestimmten Vertrag wurden die folgenden Beobachtungen gemacht,

wobei Vi die Anzahl der a priori erwarteten Invaliditéitsfille geméss der Basiskurve I, und Nj die Zahl der
beobachteten Invaliditétsfiille in den Altergruppen Ax, k =1,2,...,10 darstellt.

Altersgruppen Vi Ny
16-20 1.60 0
21-25 1.71 0
26-30 1.46 2
31-35 2.45 0
36-40 3.06 1
41-45 4.15 2
46-50 5.28 5
51-55 6.92 7
56-60 9.71 12
61-65 13.16 16
Total 49.50 45
Als Basis-Modellanahme setzen wir voraus, dass die beobachteten Schadenanzahlen Ny bedingt Poisson verteilt
sind mit Parameter A, = OV, und E[©;] = 1. Aus Erkenntnissen des Portfolios schitzen Aktuare, dass

der Unterschied zwischen den Vertrigen ungefihr £25% ist, das heisst, es wird folgende Annahme getroffen:

Var (©) = 25%. Das Ziel ist die Schiitzung von O fiir k =1,2,..., 10.

a) Nehme an, dass der “shape” Parameter der individuellen Kurve gleich dem der Basiskurve ist, das heisst:
ijz =0 i, bzw. ©, =0 fir k =1,2,...,10. Schitze © allein durch Betrachten des Verhéltnisses N¢/V,
(totale Anzahl Invaliditétsfille dividiert durch die totale Anzahl der erwarteten Anzahl Invaliditétstille)
und mithilfe von Korollar 4.10.

b) Wie in a), schiitze O fiir jede Altersgruppe basierend allein auf den Beobachtungen der entsprechenden
Altersgruppe, d.h. betrachte die fiir jede Altersgruppe k = 1, 2, ..., 10 die standardisierte Frequenz Ng/vy.

¢) Nehme jetzt an, dass: Corr(@g, @;) = p/*~!I. Berechne die Werte des mehrdimensionalenmensionalen
credibility Schitzers fir Ok, kK = 1,2,...,10. Fiihre die Berechnungen fiir p = 0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00
durch.

d) Vergleiche die Resultate aus ¢) mit den beobachteten, standardisierten Frequenzen B, = Ny/v,, fir die

verschiedenen Werte von p.

Vergleiche die Resultate fiir p = 0 und fiir p = 1 mit denjenigen aus a) und b).

Aufgabe 4

Um ein besseres Verstidndnis des einfachen credibility Regressionsmodell (sieche Abschnitt 8.4) zu erhalten,
betrachte die folgende Pktive Situation: die Anzahl Beobachtungsjahre n ist gleich 5 und die Gewichte w;; sind
alle gleich 1. Fiir die kollektive Regressionsgerade hat man Bo = 130 fiir den “intercept” (im Schwerpunkt jg
der Zeit, in diesem Fall ist jo = 3) und Bl % 10 fiir dep “slope” erhalten. Wir nehmen an, dass (8.27) erfiillt
i 3 0

¢
ist, das heisst: T = Cov IB (©,),B(©)" = 0
1

a) Berechne die credibility Regressionsgerade fiir folgende Strukturparameter:

i) =20, T9=10, T1=5



ii) 0 =20, T(=100000, T,=5
ili) 0 =20, 1o =10, T, = 100000

b) Zeichne die Graphen der verschiedenen Regressionsgeraden (individuell, kollektiv und credibility) und

interpretiere die Resultate.
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Aufgabe 1
a) Strukturparameter:
7i = 0.962, 52 = 32.76,
72=0.0172, Ry =02/73 =1900,
72 =0.00897, Ro =72/75 =1.992.
Credibility Schéatzer:
cred. Schatzer in Level 2 cred. Schatzer in Level 1
eigene Gesellschaft fremde Gesellschaften
Risiko cred. Ho B, cred. cred. B," cred. cred. B,\" cred.
h Gewichte Schatzer | Gewichte Schatzer | Gewichte Schatzer
1 45% 0.96 0.78 0.88 67% 0.81 0.83 88% 0.75 0.76
2 34% 0.96 0.89 0.94 38% 0.94 0.94 62% 0.86 0.89
3 41% 0.96 1.00 0.98 60% 0.93 0.95 71% 1.06 1.04
4 35% 0.96 0.98 0.97 37% 1.14 1.03 65% 0.89 0.92
5 35% 0.96 0.95 0.96 22% 0.73 0.91 83% 1.01 1.00
6 37% 0.96 0.93 0.95 41% 1.04 0.99 70% 0.86 0.89
7 37% 0.96 1.30 1.09 41% 1.48 1.25 70% 1.19 1.16
8 32% 0.96 0.90 0.94 33% 1.10 0.99 59% 0.79 0.85
b) Strukturparameter:
i=0962, &% =32.76,
72-0.0239, Ry =02/72 =1368,
~2
7-2 =0.
cred. Schatzer in Level 2 cred. Schatzer in Level 1
Gesellschaft Risiko eigene Gesellschaft fremde Gesellschaften
h cred. Ho B,? cred. i cred. B, cred. cred. B," cred.
Gewichte Schatzer Gewichte Schatzer | Gewichte Schatzer
1 (eigen) 0% 0.96 1.02 0.96 1 74% 0.81 0.85 91% 0.75 0.77
2 (fremd) 0% 0.96 0.93 0.96 2 46% 0.94 0.95 69% 0.86 0.89
3 68% 0.93 0.94 77% 1.06 1.04
4 45% 1.14 1.04 72% 0.89 0.91
5 28% 0.73 0.90 87% 1.01 1.00
6 49% 1.04 1.00 7% 0.86 0.88
7 49% 1.48 1.22 7% 1.19 1.14
8 40% 1.10 1.02 67% 0.79 0.85
Total 0.98 0.96 0.90 0.91
Bemerkung:

Da 75 = 0 ist, sind die credibility Gewichte in Level 2 auch null und man muss 1, schatzen durch:

fo=3"

2
wy, B}(LZ) .
h wgz)

Es ist klar, dass man in diesem Fall den zweiten hierarchischen Level weglassen kann und das Resultat
identisch ist dem Resultat des Bihlmann-Straub Modells.

c)

Im Modell a) ist jede der acht Risikogruppen charakterisiert durch ihr Profil ®;. In jeder der acht Risiko-

gruppen ist das gesellschaftseigene Portfolio und das Portfolio der tbrigen Gesellschaften durch weitere
Merkmale charakterisiert. In der einen Risikogruppe mag die Qualitat der individuellen Risiken der eige-
nen Gesellschaft besser sein als die der Gbrigen Gesellschaften,und in einer anderen Risikogruppe mag es
gerade umgekehrt sein. Im Modell b) aber ist die Gesellschaft duch ihr eigenes Profil charakterisiert und
zieht Uber alle Risikogruppen hinweg gesehen tendenziell eher die “guten” oder tendenziell eher “schlechte”
Risiken an. Die Charakteristik der Gesellschaft steht an erster Stelle (generell eher gute oder eher schlechte




Gesellschaft im Vergleich zum Gbrigen Markt).Im obigen Beispiel ist kein ”genereller Unterschied” zwis-
chen der eigenen Gesellschaft und dem Total der anderen Gesellschaften auf der Datenstufe von Level 2
ausfindig zu machen (%3 ist gleich null).

Aufgabe 2

Strukturparameter:
1y = 1.020, 1, =0.932,
67 =33.2, G5 =323,
-~ 0.279 0.203
T

0.203 0.198
Resultate:
Risiko- | Kategorie credibility Matrix cred. Schatzer von
gruppe A M B H(©y)

1 eigen 51.6% 44.7% 1.020 0.810 0.830
fremd 11.5% 79.3% 0.932 0.750 0.763

2 eigen 33.2% 44.9% 1.020 0.940 0.961
fremd 16.3% 54.4% 0.932 0.860 0.880

3 eigen 51.7% 36.7% 1.020 0.930 1.021
fremd 21.9% 57.3% 0.932 1.060 0.986

4 eigen 31.7% 47.7% 1.020 1.140 1.037
fremd 15.0% 57.6% 0.932 0.890 0.983

5 eigen 14.2% 74.6% 1.020 0.730 1.037
fremd 4.3% 80.9% 0.932 1.010 0.983

6 eigen 33.3% 50.1% 1.020 1.040 0.991
fremd 14.3% 62.4% 0.932 0.860 0.890

7 eigen 33.6% 50.1% 1.020 1.480 1.304
fremd 14.3% 62.7% 0.932 1.190 1.160

8 eigen 29.3% 45.3% 1.020 1.100 0.979
fremd 15.0% 52.8% 0.932 0.790 0.869

Total eigen 0.985 0.985
fremd 0.905 0.905

Die Beobachtungen und die credibility Schatzer sind in der nachfolgenden Grafik dargestellt.
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Aufgabe 3

a) K = (Var[0]) " = (0.25%) " = 16;
U, = 49.5;
O = Us/ (Ve + K) = 76%;
F, = Ny/v, = 0.95;
@:1+a(ﬁ.f1) = 0.96.



b a = ve/ (i +7); Fi = Nifow; O =140 (Fi—1).

Altersgruppe k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vi 1.60 1.71 1.46 2.45 3.06 4.15 5.28 6.92 9.71 13.16
ap | 91% 9.7% 84% 13.3% 16.1% 20.6% 24.8% 30.2% 37.8% 45.1%
F;, | 0.00 0.00 0.00 0.41 0.65 0.72 1.14 1.16 1.13 1.22

O | 091 090 0.92 0.92 0.94 0.94 1.03 1.05 1.05 1.10

c)

0 0.25 0.5 0.75 1
Altersgruppe Vi Ny Ni/ vk Credibility estimate of O
16-20 1.60 0 0.00 0.91 0.88 0.84 0.79 0.96
21-25 1.71 0 0.00 0.90 0.86 0.81 0.77 0.96
26-30 1.46 0 0.00 0.92 0.87 0.82 0.78 0.96
31-35 2.45 1 0.41 0.92 0.88 0.84 0.81 0.96
36-40 3.06 2 0.65 0.94 0.91 0.88 0.86 0.96
41-45 415 3 0.72 0.94 0.94 0.93 0.91 0.96
46-50 5.28 6 1.14 1.03 1.03 1.02 1.00 0.96
51-55 6.92 8 1.16 1.05 1.06 1.07 1.05 0.96
56-60 9.71 1 1.13 1.05 1.07 1.09 1.08 0.96
61-65 13.16 16 1.22 1.10 1.10 1.11 1.10 0.96
Total 49.50 47 0.95

d) Beachte, dass das Resultat fiir p = 1 dasselbe ist wie in a) und dass das Resultat fir p = 0 identisch ist
mit dem aus Teilaufgabe b).

Im allgemeinen liegt die Korrelation zwischen den beiden Extremalfallen. Betrachten wir den Fall p = 0.75.
Beachte den Poolungs-Effekts” des multidimensionalen Schétzers in den jingeren Altersgruppen: die
guinstigen Beobachtungen in den jingeren Altersgruppen bekommen mehr Gewicht, als wenn sie isoliert
betrachtet werden wie in Teilaufgabe a).

Die folgende Tabelle zeigt die Credibility Matrix fir p = 0.75:

=~
N

2 3 4 5 6 7 8 9 10

82% 59% 34% 37% 29% 24% 18% 13% 1.0% 0.7%
55% 83% 47% 51% 40% 33% 24% 1.8% 13% 1.0%
3.7% 55% 68% 73% 58% 47% 35% 25% 1.9% 1.4%
24% 3.6% 44% 105% 83% 6.8% 50% 3.6% 27% 20%
1.5% 23% 28% 6.6% 122% 10.0% 7.4% 54% 4.0% 3.0%
09% 14% 1.7% 4.0% 74% 152% 112% 82% 6.1% 4.5%
0.5% 08% 1.0% 23% 43% 88% 17.7% 12.9% 9.6% 7.1%
03% 04% 05% 13% 24% 49% 9.8% 21.1% 15.7% 11.7%
02% 02% 03% 0.7% 13% 26% 52% 11.2% 27.1% 20.3%
0.1% 01% 02% 04% 07% 14% 2.9% 6.2% 14.9% 37.6%

O WOV OoONONLU D WN =

=

Aufgabe 4
a)
Credibility-Regressionsgerade
c 102 112 ag ap Intercept Steigung
al) 20 10 5 0.71428571 0.71428571 102.1 7.9
az2) 20 100 000 5 0.99996000 0.71428571 91.0 7.9
a3) 20 10 100 000 0.71428571 0.99980004 1021 7.0



b) Graphen

al)
160
140
120 —— individuell
—al)
100 kollektiv
80
60
3
Jahr
a2)
160
140
120 —— individuell
—a2)
100 kollektiv
80
60
3
Jahr
a3)
160
140
120 —— individuell
—a3)
100 Kollektiv
80
60
3
Jahr




