A. Gisler Nicht-Leben Versicherungsmathematik ETH Ziirich, FS2008

Lésungen zu Ubungsserie 1

Aufgabe 1

Die reine Risikoprémie der ganzen Flotten von 1000 Fahrzeugen ist g, = 1Mio - sie entspricht dem erwartetem
Schadenaufwand. Die dazugehérige Standartabweichung der ganzen Flotte ist o5, = 100’0001/1000 = 316/228.
Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt
S — g,
Js;
Somit kann die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art, dh die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Schade-
naufwand > 1.2Mio beobachtet wird, geschitzt werden durch

S — g 1.2Mio — 1Mio
P(S>12Mio)=1-¢ (281} —q g (=20~ 2TO) _ 96 4%,
($ 2 1.2Mio) ( 75, ) ( 316/228 ) %

~ N(0,1).

Aufgabe 2

Wir beniitzen die Formel fiir den mean expected shortfall auf S.36 fiir X ~ N(u,0)

ES™eon (X) = oo (27 (a)) .

Unter Normalverteilung und vorgegebenem « haben wir

mean expected shortfall o« Standardabweichung.

Wir erhalten v = 392.79 das Risikokapital fiir das Total der Marktrisiken und einen Diversivikationseffekt
von 46.8%.

Sei u; das Risikokapital fiir die Risikokategorie 1.

a) Da die Risiken unabhiingig sind, gilt

und somit

b) Es gilt
o= Zpija-iaj
12}

oder in Matrizenschreibweise
o=+0o"Ro,

wobei R = (pij)z}j = Korrelationsmartix

und somit

u = v/ ul Ru.

Wir erhalten v = 350.35 das Risikokapital fiir das Total der Marktrisiken und einen Diversivikationseffekt
von 52.6%.



¢) Um von a = 99% auf ein Sicherheitsniveau o/ = 99.5% zu gelangen betréigt der Erhohungfaktor fiir die

einzelnen Risikokapitale

Aufgabe 3

= 8,5%.

a) Nach Definition 1.10 des Value at Risk VaR, (X) auf S.30 erhalten wir

VaR, = inf{z € R: Fx(z) > a} = z;,.

b)  — Wir beniitzen die Formel (1.12) auf S.32 zur Berechnung des Expected Shortfalls ES,, (X):

ESq (X)

Bemerkung;:

Y A

T a/ Fi (u)du
1 a-+t+o

T a / F)zl(u)du—i—/

a+6
1 a+d
- / Zj,du + Z DT
«

Jj=Jjo+1

1

Fit (u)du)

Jo
dxj, + B[X] =Y pjx;
j=1

Die folgende Grafik illustriert geometrisch die Bedeutung von ES, (X). Die Formel wird daraus sofort

klar.
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— Der bedingte Erwartungswert E[X|X > VaR,(X)] ldsst sich bestimmen durch

E[X|X > VaRo(X)] = E[X|X > z;,] = _ > piw

o
L=2055p5 \j5

Also falls 6 = 0, dann ist ES,(X) = E[X|X > VaR,(X)].



c¢) Fiir die drei Szenarien erhalten wir folgende Werte:

Szenario | VaRg.g9 ESggy

S 0 150

So 0 300

Ss 300 300
Bemerkung:

Falls 1 —p > a = ES,(S) = £ und falls 1 —p < a = ES,(S) =s.

lpr——— e e e e e e e

Aufgabe 4
Wir beniitzen die Formel auf S. 36 fiir den Erwartungswert fiir S Lognormal-verteilt
E[S] = ehto’/2

und die Formel auf S. 130 fiir den Variationskoeffizienten fiir S Lognormal-verteilt

VEo(S) := ;C([g =Ve -1

und erhalten g = 20 und ¢ = 0.12 fiir den Erwartungswert und die Standardabweichung der Normalverteilung.
a) Wir beniitzen die Formel (1.8) auf S. 29 fiir die Berechnung des Risikokapital u

[Inel

u=o0(S) N —ro)’

Wir erhalten v = 2888 Mio. Das Risikoloading auf der Pramie ist bestimmt durch

(r—ro)u
?S‘]fas%.

b) Fiir die Berechnung des Risikokapitals mit mean Value at Risk erhalten wir aus der Definition 1.11 S.31

und der Lognormal-Verteilungsfunktion (S.36) folgende Gleichung zum lésen

anaRQ_gg(S) - u) —0.99
g

FS(V&R()_QQ(S)) = ¢ (
VaRQ_gg(S) = 656 Mio



und somit

u = VaRT"™(S) = 156 Mio,
Risikoloading = OE[;?)“ = 3.1%.

¢) Wir verwenden die Fromel auf S. 36 fiir die Berechnung des Risikokapitals mit mean Expected Shortfall
1

BSn(8) = ——— B [5) (a = (27! () — 0))
und erhalten
u = ES{'5"(S) = 183 Mio,
Risikoloading = (r—ro)u = 3.7%.

E[S]

Aufgabe 5

Die Expected Shortfalls werden nach der Formel der Aufgabe 3 bestimmt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen

der Summe der beiden Branchen wird mit der Faltung numerisch gerechnet. Fiir die detaillierte Berechnung
verweisen wir auf das Excel-File.

Numerisch erhalten wir folgende Resultate:

a) Branche 1: ES{'sg" (X1) = 13.76.
Branche 2: ESj'5q" (X2) = 8.48.

b) Branche 1 zusammen mit Branche 2: ES{'gq"™ (X1 + X2) = 15.1
c¢) Diversifikationseffekt ist definiert durch:

ESf'9e" (X1 + X2)

1—
ESglas" (X1) + ESglgs™ (X2)

= 32.5%.

Aufgabe 6
Es gilt ganz allgemein, dass

i) BESM(X) = ES,(X — puy), da nur die Abweichung zum Erwartungswert betrachtet wird;
ii) ESo(aX) = aESy(X).

Da bei der Normalverteilung o ein Skalaparameter ist, gilt somit fiir X ~ N(u, o)
ESICAN(X) = 6ES,,(S) = cESTCAN(S), fiir S ~ N(0, 1).

Es geniigt somit die Formel fiir S zu zeigen. Wir rechnen

mean 1 1 /°° 1,2
= > fr— —_— 2
ESIean g) E[S|S > qa] ava ) dz
B 1 T 1 .
—To¢@) =7 ¢lee) = T (27 ()
do



