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Kapitel 1

Finanzmathematik

1.1 Barwert eines Kapitals

1.1.1 Definitionen und Bezeichnungen

Darlehen und Zins: Die zur Verfiigungstellung einer Summe. z.B. Obligation, Hypothek, Schuld, .. .. Die Leih-
gebiihr fiir die Dienstleistung und das Risiko ist der Zins.

Zinssatz i: Der Zins fiir ein Kapital 1 wihrend einer Einheitsperiode. Er wird am Ende der Periode ausbezahlt
und deshalb nachschiissig genannt.

Barwert: Der Wert des Kapitals in einem bestimmten Moment.
Anfangs- und Endkapital, K, K,;: Barwert zu Beginn und am Ende einer Periode mit n Zeiteinheiten.
Einfache Verzinsung: Man rechnet mit einem konstanten Zinsbetrag, also

K, = Ko(1+ni). (1.1)

Fiir eine kurze Zeitspanne ist dies angebracht, z.B. Zinsberechnung innerhalb eines Jahres, K; = Ko(1 + ﬁ ).
Also z.B. CHF 10°000.- , i = 5%, t = 3 Monate, dann betrédgt der Zins fiir die drei Monate CHF 125.—

Zinseszins: Der Zins triagt wieder Zins in néchster Periode, d.h. Zinsbetrag steigt,
K, = Ko(1+i)". 1.2)

r:= 1+ i wird Aufzinsfaktor genannt. Der Aufzinsfaktor r entspricht somit dem Endwert des Kapitals 1
nach einer Periode.

Um den Zusammenhang zum einfachen Zins zu sehen kann man eine Reihenentwicklung machen: K, =
KoXi_o ()i =Ko(1+in)+o(i).

Diskontierung: Die Berechnung des Anfangswertes aus dem Endwert, also das inverse Vorgehen zur Aufzinsung:

1
Ky = ——K,, bei einfacher Verzinsung (1.3)
1+in
Ko = (141i)7"K, bei Zinseszins (1.4)
Der Koeffizient v := 1%1 = % wird Diskontierungsfaktor gennant.

Vorschiissiger Zins d: Man kann sich auch vorstellen den Zins zu Beginn einer Periode auszuzahlen. Allerdings
mochte man dann, dass der Endwert des vorschiissigen Zinses gleich dem nachschiissigen Zins ist, also muss
d(14+i)=1i,dh.

d=iv=1-—v (1.5)

Umgekehrt muss der nachschiissig ausbezahlte Zins diskontiert gleich dem vorschiissigen Zins sein.

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



2 Finanzmathematik

1.1.2 Allgemeiner Fall mit Zuzahlungen

K; ist wiederum der Barwert zur Zeit ¢. Die Zuzahlungen seien mit r; bezeichnet, d.h. es ist
K[ = (1+i)Kt7]+rI (16)

beziehungsweise K; — (1 +i)K;_; = r;. Wendet man die Formel (1.6) rekursiv an, so erhilt man fiir den Endwert

n
Ky=(1+i)"Ko+ Y (1+i)" "y
k=1

und fiir den Anfangswert

n
Ko = (14i) K, — Y (1+1)Fn,
k=1

n
V'K, — Z VEr
k=1
Man kann sich nun iiberlegen, woraus die Differenz K, — Ky zusammengesetzt ist. Aus (1.6) folgt nimlich
K, — K = iK1+,
somit ist

K, — Ky = (Kn_anl)‘i'(anl _Kn72)+---+(K] _KO)
= (iKp—1+ry)+ (iKy—a+10-1)+...+ (iKo+r1)

n—1 n
Z iK, + Z T -
k=0 k=1

Daraus sieht man, dass die Differenz von Anfangs- und Endkapital aus den Zinsen auf das Kapital und aus den
Zuzahlungen besteht.

Beispiel: Sei Ko = 12°000, die Zuzahlungen r; = ¢ - 500, der Zins i = 9%. Dann entwickelt sich das Kapital iiber
15 Perioden gemiss Abbildung 1.1. o

= Kapital
® Zuzahlung
® Zins

100000

Kapital
60000

20000

Zeit

Abbildung 1.1: Beispiel mit Zuzahlungen.

Beispiel: Eine 30-jdhrige Person bringe eine Einlage von CHF 25°000.- mit fiir die Pensionskasse. Das Jahressaldr
betrage CHF 50°000.- (das sei der Einfachheit wegen konstant bis zur Pensionierung). Der Zinssatz betrage 4%.
Die nach BVG obligatorischen Beitridge sind in Tabelle 1.1 ersichtlich. Dann entwickelt sich das Kapital gemiss
der Tabelle 1.1 und Abbildung 1.2. Man beachte, dass sich die Beitrdge mit dem Alter erhéhen, von 7% auf 18%.

&
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1.1 Barwert eines Kapitals

Alter
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65

K;
25000
29500
34180
39047
44109
49373
56348
63602
71146
78992
87152
95638
104464
113642
123188
133115
145940
159278
173149
187575
202578
218181
234408
251284
268836
287089
307573
328875
351030
374072
398035
422956
448874
475829
503862
533017

Zins
1000
1180
1367
1562
1764
1975
2254
2544
2846
3160
3486
3826
4179
4546
4928
5325
5838
6371
6926
7503
8103
8727
9376
10051
10753
11484
12303
13155
14041
14963
15921
16918
17955
19033
20154

Beitrag relativ
7%
7%
7%
7%
7%
10%
10%
10%
10%
10%
10%
10%
10%
10%
10%
15%
15%
15%
15%
15%
15%
15%
15%
15%
15%
18%
18%
18%
18%
18%
18%
18%
18%
18%
18%

Beitrag absolut
3500
3500
3500
3500
3500
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
7500
7500
7500
7500
7500
7500
7500
7500
7500
7500
9000
9000
9000
9000
9000
9000
9000
9000
9000
9000

Kit1
29500
34180
39047
44109
49373
56348
63602
71146
78992
87152
95638
104464
113642
123188
133115
145940
159278
173149
187575
202578
218181
234408
251284
268836
287089
307573
328875
351030
374072
398035
422956
448874
475829
503862
533017

Tabelle 1.1: Beispiel Pensionskasse: Die Entwicklung des fiir die berufliche Vorsorge bestimmten Geldes.
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4 Finanzmathematik

5 e+05

= Kapital
= obligatorischer Beitrag
= Zins

3 e+05

Kt

1 e+05

30 35 40 45 50 55 60 65

Alter

Abbildung 1.2: Beispiel mit Zuzahlungen.

1.1.3 Unterjihrige Verzinsung

Meist betrachtet man ein Zinssystem, bei dem man einmal pro Jahr Zinsen auszahlt wird. Moglich ist natiirlich
auch eine unterjihrige Verzinsung. Die Bedingung dabei ist, dass diese Zinsart zum gleichen Endwert fiihrt.

(a) Einfacher Zins: Kapital wird m-mal pro Jahr verzinst. Sei nun

1
i die Zinsrate fiir — des Jahres bei einfacher Verzinsung.
m

Damit die Gleichgewichtsbedingung erfiillt ist, erhdlt man die Bedingung
l+ni = 14m-n-i™
und deshalb i = mi™ . In diesem Fall heissen i und i) proportional.

Beispiel: Hypotheken: K = 1°000°000.-, i = 5%, i'?) = 2.5%, wenn 2 mal pro Jahr Zinszahlungen stattfin-
den. o

(b) Zinseszins: Sei nun
i die Zinsrate fiir % des Jahres (mit Zinseszins).
Dann muss gemiss Gleichgewichtsbedingung wiederum gelten
1+i = (14" also (1.7)
i = Y1T¥i—1.
Ist dieses Gleichgewicht erfiillt, so heissen i und i (m konform.

Beispiel: Sei i = 4% und m = 4. Dann ist i) = 1% und il = 0.985%; i = 4% und i) = 1% heissen
proportional, i = 4% und i*l =0.985% heissen konform. o

In Abbildung 1.3 ist der konforme Zins ilm| dargestellt, wenn der Jahreszins i = 4% betrigt. Da iml = i +
O(i?) wird iiblicherweise der Jahreszins i (m) fixiert und eine Zinszahlung m mal pro Jahr vorgesehen mit

i = —. (1.8)

Falls m # 1, so heisst i) nomineller Zinssatz. Die zugehdrige wirkliche Zinsrate i wird effektiver Zinssatz
genannt. Der effektive und der nominelle Zinssatz hingen folgendermassen zusammen:
j(m)

(1+7)m: 1+i,alsoi(m)=({"/17+i—1)'m (1.9)
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1.1 Barwert eines Kapitals 5

Zinssatz
0.02

0.01
1
(o]

Anzahl Verzinsungen pro Jahr

Abbildung 1.3: Der konforme Zins i ] in Abhingigkeit der Anzahl unterjdhrigen Verzinsungen bei einem Jahres-
zins von i = 4%

Dieser Zusammenhang ist auch dargestellt in Abbildung 1.4 (es gilt immer i > "), da (1 + @)m =1+

i) p D2 s ),

Beispiel: Sei i) = 4%. Folgende Tabelle zeigt die Werte von i fiir eine Auswahl von hiufig verwendeten

m:
m=2 1 =4.0400%
m=4 i =4.0604%
m=12 i=4.0742%
m=c [=4.0811%
<o
o)
g |
S 0000000°°°°°°°°°
N 0©0?°
T S °
o S o
2] o
N 3 o
9 3
5
$ S
= 3
o o
o
o
o
S T T T T
5 10 15 20

Anzahl Verzinsungen pro Jahr

Abbildung 1.4: Der effektive Zins in Abhéngigkeit der Anzahl unterjdhrigen Verzinsungen bei einem nominellen
Zinssatz von i = 4%

1.1.4 Kontinuierliche Verzinsung

Zu welchem effektiven Zinssatz verzinst man, wenn m immer grosser wird? Dieser Zinssatz entspricht dem Zins-
satz einer kontinuierlichen Verzinsung. Die kontinuierliche Zinsrate oder Zinsintensitiit wird 6 genannt und
lasst sich berechnen als

;(m)

I4i=lim (1+—)" =& =&,

m—yoo m

Somit ist § = In(1+ i) oder anders ausgedriickt e® = 14i.
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6 Finanzmathematik

Beispiel:

0=3% i=3.045
0=4% i=4.081

o
Beispiel: Kapital=100’000.-, Jahreszins=5.5%
Anzahlungen pro Jahr it i i Verhiltnis
1 550% 5.50% 5.50% 100%
2 275% 2.71% 5.58% 101%
4 1.38% 1.35% 5.61% 102%
6 092% 0.90% 5.63% 102%
12 0.46% 0.45% 5.64% 103%
360 0.02% 0.01% 5.65% 103%
Die Zinsintensitét betragt § = 0.05354. o

Wie sieht die ganzjidhrige Verzinsung und Diskontierung nun aus? Es gelten
Ky = (14i)"Ko = €"5 Ky = o 30K | also
Ko = (14i)7"K, = e K,

Bezeichnen wir mit r,, zusitzliche Zahlungen zum Zins. Dann bekommt man in diskreter Zeit folgende Gleichung
fiir die Entwicklung des Kapitals K, = (1 +1i)K,—1 + rp, d.h.

Ky —Ky1=1iKy_1+r. (1.10)

Betrachten wir nun die stetige Zeit mit K (¢) dem Wert des Kapitals zur Zeit # und betrachten eine kleine Zeiteinheit
(t,1 4 Ar), so lisst sich aus (1.10) schliessen, dass

dK(t) = K(1)(8(t)dr) + r(r)dt
gilt, woraus sich die folgende Differentialgleichung
K'({t)=K({)8(t)+r(t) (1.11)

ergibt. Die Losung davon ist dann

. ho
K(h) = el 69k (0 4 / 8Os (1) . (1.12)
0

1.2 Barwert einer Rente

Zeitrente: In gleichmissigen Abstinden wiederkehrende Zahlungen.

Rentenraten: Diese
» werden vorschiissig (zu Beginn des Jahres) oder nachschiissig (am Ende eines Jahres) ausbezahlt,
* konnen auch unterjihrig ausbezahlt werden,
» werden temporir oder ewig ausbezahlt,

¢ sind konstant oder variabel,

» werden sofort beginnend oder erst spéter (aufgeschoben) ausbezahlt.

Barwert einer Rente: Der Wert der zukiinftigen Rentenzahlungen in einem bestimmten Moment (bei vorgegebe-
nem Zinssatz). Meist ist der Barwert der Wert zu Beginn der Periode und der Endwert am Ende der Periode.
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1.2 Barwert einer Rente 7

1.2.1 Bezeichnungen

Grundsitzlich werden Barwerte mit a und Endwerte mit s bezeichnet. In folgender Tabelle sind die Bezeichnungen
fiir den Barwert notiert. Analoges gilt fiir den Endwert. Unter dem Haken 7 steht jeweils die Laufdauer. Hier wurde
jeweils nur einfach ein Punkt - hingeschrieben anstelle einer festen Zahl.

nachschiissig ag | vorschiissig dn
ganzjihrig (1/1) @ | unterjihrig (1/m) ")
temporir n Jahre ap | ewig s
sofort as | aufgeschoben k Jahre iLal
konstant a7 | linear steigend mit Parameter q  (I(9a)
linear fallend mit Parameterq  (D@a);
diskrete Zeit a- | stetige Zeit a-

Natiirlich konnen auch Kombinationen vorkommen, z.B. eine aufgeschobene (k Perioden), temporire (n Perioden)

(m)

unterjdhrige vorschiissige Rente bezeichnet man mit 4diz; "

1.2.2 Ewige Rente

(a) vorschiissige Renten:

(1/1)-vorschiissig

(1/m)-vorschiissig

I 2 1 3
+ —ym 4+ —ym 4+, = — T = (113)
m m m

wobei d™) der nominelle vorschiissige Zins ist.
(b) Nachschiissige Renten:
(1/1)-nachschiissig

aw:v+v2+v3+...: = -,

(1/m)-nachschiissig

my 1 1 1 2 1 1 1 vm 1 1
aw :%V’"“V‘%V”"FEV’"‘FH':* = = —.

(¢) Kontinuierliche Renten:

° 1
s :/ e dr = [—=e 5 =
0 1)
Bemerkungen:

(m) (m)

1. aw >(i§y>a§¥

(m)

2. im0 dzg,

= limy—yo0 Aoy

(d) Steigende Renten:

Linear steigende Rentenraten sind durch zwei Parameter bestimmt, ndmlich
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8 Finanzmathematik

— m = Anzahl Zahlungen pro Jahr,
— g = Anzahl Erhohungen pro Jahr.

Sei nun ¢q ein Faktor von m, z.B. ¢ = 4, m = 12 (siehe auch Abbildung 1.5)

oo}
o
o

Auszahlung
0.04 0.06
| |

0.02
1

0.00
1

Jahr

Abbildung 1.5: Linear steigende Zeitrente

Zeit Zahlung
1 11 1

0 & g m |

1 11 2_ 1| 2

O A

q q m q m mq

Fiir die Berechnung des vorschiissigen Barwertes ist aus Abbildung 1.5 gut ersichtlich, dass folgendes gilt:

wa = Lam o évla%”) + év

.. (1.14)
q

(), 1 12
= {xm (6—1[1—|—v<1 +va..])

m gl L1

= e S T ) @)
Insbesondere gilt nun (1d)s = d—lf (g=m=1).
Analog nachschiissiger Barwert:
1

—. (1.15)

g m _ ) g 1
(Ha)ar = a4 = Gy 7@

Eine stetige ewige steigende Rente lisst sich berechnen, indem man den Grenzwert m — oo bildet in (1.14)
und (1.15)

_ ° 1
— _ -5 _
(Ia)w = [) te % dt = _62

11

1a)s = / t+1e dt = -~
(10 = [ 1+1] ==
Man kann nun eine beliebige Rente mit Rentenraten rg,r{,77, ... berechnen via

r0+vr1+v2r2+...

ds=

1 1 1
= VOE-F(I’] —ro)vE—}-(rz—rl)sz—k...

1
= 2(ro—l—(rl —ro)v+(r2—r1)v2+...).
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1.2 Barwert einer Rente 9

Ublich sind lineare oder exponentiell wachsende Raten, z.B. r; = ¢™, dann erhilt man mit v = e 9

1
d;{ =1 +€7(677) +€72(677) +...= m

1.2.3 Temporiire, sofort beginnende Renten

Barwerte und Endwerte von temporéren Renten lassen sich analog zu den ewigen Renten berechnen, nur dass man
es jeweils mit endlichen statt unendlichen Reihen zu tun hat.

1. Barwerte
Vorschiissiger Barwert einer Rente mit Dauer iiber n Perioden:

1=V 1"
dm:1+v+v2+...+vn_1:1_v: T =l — V'l

Man sieht also, dass sich der Barwert einer temporiren Rente aus der Differenz eines Barwertes einer ewigen
Rente und des Barwertes einer n-mal aufgezinsten ewigen Rente berechnen lésst. Solchen Differenzen von
Barwerten werden wir noch 6fters begegnen.

Analog erhilt man den Barwert einer nachschiissig temporiren Rente

17 v
am = .V = az=—V'asm (1.16)
i

Vor- und nachschiissige Barwerte stehen in folgendem Zusammenhang
bm = a,—+ 1

2. Endwerte
Endwerte lassen sich aus den Barwerten leicht berechnen, indem man sie einfach n Jahre aufzinst, also

r"—1

S = r apm—
, na =1
Smm=rapg=——

d

Vor- und nachschiissige Endwerte stehen in folgendem Zusammenhang (siehe auch Abbildung 1.2.3)

sm=8,7+1

1 1 1

. |
| — — 11—
0 1 2 3 n-2 n-1 n
. ]
1 1 1 1 1

Abbildung 1.6: Schematische Darstellung der Endwerte: Einerseits Zahlungen einer vorschiissigen 7 — 1 tempori-
ren Rente, andererseits Zahlungen einer nachschiissigen n temporiren Rente
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10 Finanzmathematik

3. Unterjihrige temporire Rentenraten
Zur Berechnung einer unterjihrig temporédren Rente beniitzen wir den unterjahrigen Zins von Formel (1.8)
und die Tatsache, dass aus der Gleichgewichtsbedingung (1.7) folgt, dass v = "™ Die Rente 1 wird nun
also in m gleichen unterjahrigen Raten % ausbezahlt (wihrend n Jahren) mit Zinsrate ;!

m 1 11— (lmhym =y

m m ilml T jm)
Dieser Barwert steht in engem Zusammenhang mit dem ganzjihrigen Barwert, es gilt nimlich

(m) _ 1
G = Gy O

Je mehr der effektive Zins vom nominellen Zins abweicht, desto mehr unterscheiden sich die beiden Bar-
werte.

Fiir den vorschiissigen unterjihrigen Barwert gilt

), 1 1"

(m) (1 — ) —
—|—m(1 )] <o)

. _ m
g~ = a4y

1.17)

Im Unterschied zum nachschiissigen Barwert kommt am Anfang eine Rentenzahlung von % dazu, am
Schluss fillt eine weg (diskontiert %v”).

4. Steigende Rentenraten
Seien wieder m die Anzahl Zahlungen pro Jahr und ¢ die Anzahl Steigerungen (linear) pro Jahr. Dann
lasst sich der temporire (n Perioden) steigende Barwert als Linearkombination ewiger Barwerte schreiben,
namlich

D@ = (1@Da)m) (1 @Da)m el
d(m)

Die letzte Gleichung erhilt man durch Einsetzen der Formeln (1.13) und (1.14) und durch Gebrauch der
Gleichung (1.17).

Analog fiir nachschiissige Barwerte

(I(q)a)iﬂm) = (I(q)a)g) - v"(I(q)a)%n) — nv"ag,l)
c'i%‘p m"

5. Aufgeschobene Renten
Die Barwerte von k Perioden aufgeschobenen Renten sind einfach die k-mal diskontierten Barwerte der
nichtaufgeschobenen Barwerte.

k
kdm = V dm
k|m = V- dm
etc.

Man kann sie auch als Differenz zweier temporirer Barwerte schreiben
Kdm = i) — %l

K@m = Gy — dg]
etc.
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6. Sparversicherung
Die in der Einzelversicherung hdufigste Versicherung ist die Auszahlung eines Kapitals am Ende der Versi-
cherungsdauer bzw. vorher im Todesfall. Dies ist die sogenannte gemischte Versicherung. Diese Versiche-
rung umfasst das Spar- wie auch das Risikoelement.

Man kann den Sparprozess auch fiir sich alleine betrachten (BVG-Altersgutschriften, reiner Sparprozess).
Frage: Nach n Jahren soll Kapital 1 vorhanden sein. Wie gross muss der jihrliche Sparbeitrag sein?

Der Sparbeitrag wird vorschiissig bezahlt und mit Py bezeichnet. Also
Pa(r"+r" ) =P S =1

Somit muss der Sparbeitrag den Wert
1

Fn=_—
S
annehmen. Nach ¢ Jahren hat das Sparkapital den Wert
in
S

Finsp =

Bemerkung: Wenn die Gesellschaft auf jeden Fall den Betrag 1 ausbezahlt, so muss sie den Betrag 1 — S;’;
versichern. o

1.3 Anleihen

Sei S der Wert einer Schuld zur Zeit 0, welche durch die Zahlungen ry, ..., r, zuriickbezahlt wird, jeweils am Ende
des Jahres k = 1,2,...,n. S ist also der Wert der Zahlungen zur Zeit 0:

S=vri+Vr+...+V'r, (1.18)

Sei Sy die verbleibende Schuld, nachdem r;, bezahlt worden ist. Sie besteht aus der Schuld des letzten Jahres
abziiglich der letzten Zahlung

Sk=(1—|—l')Sk,1—rk (1.19)

Diese Gleichung ldasst umformen zu
re =Sk 1+ (S — k) (1.20)

Daraus kann man sehen, dass die Abzahlung in der Periode k, die sogenannte Annuitét, aus zwei Komponenten
besteht, dem Zins auf die Restschuld und einer Amortisation. Multipliziert man die Gleichung (1.19) auf beiden
Seiten mit (1 +7)"~* und summiert iiber alle Werte von k, dann fallen fast alle Terme in S. weg und es bleibt

h
Sp=(1+0)"s =Y (1+i)"~n,
k=1

Dies ist eine retrospektive Sichtweise der Restschuld. Andererseits kann die Restschuld natiirlich auch als der
Barwert der noch ausstehenden Annuititen angesehen werden:

Sk = vres1 FVreao + .. V",

Dies ist dann eine prospektive Betrachtung.

Es gibt verschiedene Riickzahlungsmoglichkeiten:

1. Kein festgelegter Endtermin der Abzahlung, d.h. ewige Rente:
Hier wird in Gleichung 1.20 der Term (Sx_; — Sx) Null gesetzt, man zahlt also nur den Zins auf die Anleihe.
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12 Finanzmathematik

2. Anleihe auf festen Verfall, d.h. auf bestimmtes Datum (Periode ») fixiert.
Hat man z.B eine Anleihe von CHF 50.— gemacht bei einem fixen Zins von 5%, so bestehen die ersten n — 1
Annuitidten nur aus dem Zins von CHF 2.5 auf die Anleihe, bei der letzten (n-ten) Annuitédt amortisiert man
nebst dem Zins von CHF 2.5 alles plus die 50.-.

3. periodisch durch Amortisation:
Falls die Annuititen konstant sind, d.h. r, = r, so kann man Formel (1.18) auch als Barwert ausdriicken.
r-amp = S und somit

S
r=—
am
1.4 Interner Zins
Ein Investor titigt eine Investition zum Preis P und erhilt Zahlungen ry,...,r, zu den Zeiten 7y, ..., T,. Der mo-

mentane Wert des Zahlungsflusses, welcher der Investor erhilt, ist eine Funktion der Zinsintensitét &.

(14i)"%ry)

(ngE

a(d) = ieiﬁfkrk (=
k=1

k=1

Sei ¢ die Losung von a(f) = P. Dann nennt man ¢ interner Zinssatz (englisch: internal rate of return). Mit seiner
Hilfe ist es moglich verschiedene Geldstrome zu vergleichen.

Beispiel: Lebensversicherungspolice aus der Sicht des Versicherungsunternehmens. o
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Kapitel 2

Zeitwert des Geldes

2.1 Einleitung

Die Kursentwicklung festverzinslicher Wertpapiere hingt von der Terminstruktur der Zinssitze ab. Diese kann
durch Zinsstrukturkurven zum Ausdruck gebracht werden. Beispiele von Zinsstrukturkurven sind:

* Preisstruktur der Zero-Coupon Bonds;
* Ertragskurven (Yield Curves);

¢ Kurve der Forward-Kurz-Zinssétze (Curve of Forward Short Rates).

Wir werden sehen, wie diese Kurven zu Stande kommen und wie wir die eine aus der anderen ableiten konnen
(siehe auch [Panjer] und [Betsch]). Wir werden dann die Theorie mit einem numerischen Beispiel illustrieren.

2.2 Preisstruktur der Zero-Coupon Bonds (ZCB)

Weil die Kursentwicklung von Finanzinstrumenten zufillig ist, miissen wir immer klar festhalten, in welchem
Zeitpunkt wir die Finanzinstrumente betrachten:

Vorstellung: Wir befinden uns gedanklich im Zeitpunkt ¢.

Ein Zero-Coupon Bond Z+T) st ein Finanzinstrument, das zum Zeitpunkt ¢ + T eine Geldeinheit ausbezahlt:

Z4T=(0 ,0,...,0,_ 1 ,0,...).
N~ ~—~
t+1 t+T

Wir werden diesen Zero-Coupon Bond kurz mit Z(7) bezeichnen.
Frage: Wieviel miissen wir zum Zeitpunkt ¢ + 7 fiir Z(T) bezahlen?
Notation: Wir bezeichnen diesen Preis mit P(¢t,7 + 7,0 +T). o

Definitionen: Falls T = 0, heisst P(¢,7,t +T) := P(t,t + T) Spot Preis (Spot Price).
Falls © > 0, heisst P(¢,t + 7, + T) Forward Preis (Forward Price).

Behauptung:

P(t,t+T)

2.1

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



14 Zeitwert des Geldes

Bedeutung: Wenn wir die Spot Preise kennen, konnen wir die Forward Preise berechnen.

Beweis: Wir betrachten zwei Strategien, die zum Zeitpunkt # + 7' eine Geldeinheit auszahlen.

« Strategie 1: Wir kaufen zum Zeitpunkt  einen ZCB Z(") zum Preis P(r,1 +T).

* Strategie 2: Wir kaufen P(r,7 + 7, + T Einheiten von Z(Y) zum Preis P(t,7 + ) zur Zeit 7. Wir miissen also
den Betrag P(r,t +7,t +T) - P(t,t + ) aufwenden. o

Betrachten wir nun diese Strategien genauer:

Zeit | Aktion Strategie 1 Strategie 2
t Kauf Laufzeit T T
von ZCB | Anzahl Einheiten 1 P(t,t+7,t+T)
Kosten P(t,t+T) |P(t,t+71,t+T)-P(t,t +7)
t+71 Ertrag P(t,t+1,t+T)
Kauf Laufzeit T—-1
von ZCB | Anzahl Einheiten 1
Kosten P(t,t+1,t+T)
t+T Ertrag 1 1

Weil beide Strategien risikolos sind, zur Zeit ¢ festgesetzt werden und den selben Ertrag erzielen, muss der inve-
stierte Betrag bei beiden Strategien identisch sein, d.h.:

P(t,t+T)=P(t,t+7,t+T)-P(t,t 4 7).

Die Kurve ¥ : s — P(t,t +s) heisst Preisstruktur der ZCB zur Zeit t (Time-t Curve of Zero Coupon Prices) .

Bemerkung: Die Preisstruktur ¥ der ZCB ist fiir alle ¢ verschieden. o

2.3 Struktur der Zinssatze

Wir betrachten Zinssitze im diskreten und im stetigen Modell. Die Zinssétze im stetigen Modell bezeichnen wir
mit einer Tilde.

2.3.1 Diskretes Modell
Yield Curves
Die Yield Curve zeigt den Zusammenhang zwischen den internen Zinssitzen und Laufzeiten von Zero-Coupon

Bonds ohne Ausfallrisiko. Sie ist eine Momentaufnahme der Zinsverhéltnisse. Die Kurven konnen verschieden
verlaufen:

* “normal”: Kurzfristige Zinssitze sind niedriger als langfristige, denn fiir eine langfristige Bereitstellung von
Kapital wird eine hohere Primie bezahlt.

* flach: Die Marktrendite ist unabhéngig von der Restlaufzeit der Papiere.
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2.3 Struktur der Zinssiitze 15

¢ invers: In Hochzinsphasen sind die Kreditnehmer nicht mehr bereit, sich langfristig zu hohen Zinsséitzen zu
verschulden. Sie verschulden sich kurzfristig und warten sinkende Zinsen ab. Zu einem giinstigen Zeitpunkt
tauschen sie dann die kurzfristigen Verbindlichkeiten gegen langfristige. Die Nachfrage nach kurzfristigen
Krediten ist grosser als diejenige nach der langfristigen. Deshalb liegen die Zinssitze fiir kurze Laufzeiten
iiber denen der langen Laufzeiten.

» gemischt: Haufig treten Mischformen auf.

Zinssatz Zinssatz
A A
,_Zlmver s gemischt
ﬂacﬁ \\w//
“““normal”
Endfilligkeit T Endfilligkeit T

Bezeichnungen:

e Y(t,t+T) ist der interne Zinssatz von Z(T) zur Zeit ¢. Dieser Zinssatz wird Spot Zinssatz (Spot Rate) genannt.
o Spezialfall T = 1: Y (z,7 + 1) bezeichnet den Short Zinssatz (Short Rate).
e Y(t,t+7,t +T) mit T > 0 heisst Forward Zinssatz (Forward Rate).

o Spezialfall T = 7+ 1: f(¢t,t + 1) =Y (¢, + 7, + T+ 1) bezeichnet den Forward-Kurz-Zinssatz (Forward
Short Rate).

* Die Kurve v, : s — Y (t,t +s) heisst diskrete Struktur der Zinssdtze im Zeitpunkt t (Discrete Internal Rate
Structure at Time ¢).

Beispiel: Wir betrachten einen Bond mit Couponzahlungen C zu den Zeiten# = 1,...,T und einem Nennwert von
F zur Zeit T.
Gesucht: Wert des Bond B zur Zeit t = 0.
Losung: Die Berechnung des Wertes erfolgt mittels den Spot Zinssitzen von Zero-Coupon Bonds mit unterschied-
licher Laufzeit. Wir diskontieren die Couponzahlungen mit den entsprechnenden Zinssitzen aus der Yield Curve
und erhalten den Wert der s-ten Couponzahlung zur Zeit ¢ = 0:
C
[1+Y(0,9))

Wenn wir die Werte aller Couponzahlungen und den Nennwert addieren, ergibt sich der Wert des Bond:

=1 C C+F
B= ; I+Y 0.5  [0+YO,1)

(2.2)

Achtung:

* Die Spot Zinssitze sind im Allgemeinen verschieden von der Yield-to-Maturity eines Bond. Die Yield-to-
Maturity ist die Zahl y, welche die folgende Gleichung 16st:

T—-1
c C+F
B— + .
v:ZI (I+y)y  (A+y)T

 Die Zinsstruktur beeinflusst die Bewertung von Finanzinstrumenten. Wir miissen die entsprechenden Dis-
kontierungssitze der jeweiligen Restlaufzeit der entsprechenden Papiere anpassen. Bei der “normalen” Zins-
struktur sind die weiter in der Zukunft liegenden Zinszahlungen mit hoherer Rate zu diskontieren.
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Beziehung zwischen der Preisstruktur der ZCB und der Struktur der Zinssitze

Wir kénnen den Preis eines ZCB Z(T) zur Zeit 1 als Barwert einer Geldeinheit auffassen. Dazu miissen wir Y (z,7 +
T) als Zinssatz verwenden:

1
Pitt+T) = —————. 2.3
) = Ty anr 3
54
1
1 T
Yt,t+T) = | —| —1.
0 +7) = | )
Bemerkungen:
* (2.3) entspricht der Formel (2.2) im Fall C =0 und F = 1.
* Fiir einen ZCB sind Y (¢, + T') und die Yield-to-Maturity dieselben. o

Folgerung: Wenn wir die Struktur der Zinssitze im Zeitpunkt 7 kennen, ist auch die Preisstruktur der ZCB zur Zeit
t bekannt, und umgekehrt.

Beziehung zwischen Forward Zinssatz und Preisstruktur der ZCB

Situation: Wir investieren risikofrei 1 CHF zur Zeit ¢ bis zur Zeitt + T

Damit wir die gesuchte Beziehung finden, sehen wir zwei Strategien an:

* Strategie 1: Wir investieren 1 CHF in ZCB mit Laufzeit 7.

e Strategie 2: Wir investieren 1 CHF in ZCB mit Laufzeit 7. Beim Ablauf der ZCB legen wir den erhaltenen
Betrag wihrend T — t Jahren zu einem Zins von Y (¢, + 7,¢ 4+ T) an.

Betrachten wir nun diese Strategien genauer:

Zeit | Aktion Strategie 1 Strategie 2
t Kauf Kosten 1 CHF 1 CHF
von ZCB Laufzeit T T
Anzahl Einheiten | P(¢, + 7)™ P(t,t+1)!
t+7 Ertrag P(t,t+1)7!
Anleihe Betrag P(t,t+1)  firY(t,t + 1,6 +T)
Laufzeit -z
t+T Ertrag Plt,t+T) 1 +Y(t,t+1,0+T) " P(t,t + 1)

Weil beide Strategien risikolos sind und eine Investition von 1 CHF zur Zeit ¢ erfordern, erreichen sie zur Zeitz + 7T
den selben Ertrag:

Pt,t+T) ' =Pte+1) ' [1+Y(t,t+ 1,0 +T)]7 7. (2.4)
Wenn wir die Beziehung (2.1) verwenden, erhalten wir:
Y(t,t+71,0+T)= P(t,t+r,t+T)‘ﬁ —1.

Folgerung: Wenn wir die Preisstruktur der ZCB kennen, sind auch alle Forward Zinssétze bekannt und umgekehrt.
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2.3 Struktur der Zinssiitze 17

Beziehung zwischen Forward Zinssatz und Spot Zinssatz
Folgt aus (2.3) und (2.4):

N+Y(t e+ =[1+Y(t,t+0)] 1 +Y(t,t +7,0+T)) " (2.5)

Beziehung zwischen Spot Zinssatz und Forward-Kurz-Zissatz

Wenn wir den Spot Zinssatz aus dem Forward Zinssatz ableiten wollen, gentigt es, den Forward-Kurz-Zinssatz zu
betrachten:
Wir nehmen (2.5) mitt=T — 1:

M+Y(t e +T)) =1 +Y (0 +T - 1)) 1+ f(t,t+T —1)] (2.6)
und (2.6) mit 7 = 1:

1+Y(t,t+1)=1+f(1,1).

Mit einem Induktionsargument erhalten wir aus (2.6)

M+Y (e +T)) =1+ fEO[1+f(t e+ )] 1+ f(t, e+ T —1)). (2.7)
Folgerung: Wenn wir den Forward-Kurz-Zinssatz kennen, dann sind auch der Spot Zinssatz (vgl. (2.7)) und die
Preisstruktur der ZCB (vgl. (2.3)) bekannt:

1
M+ f,0]+flt,e+D)] 1+ f(e,t+T—1)]

P(t,t+T) = 2.8)

2.3.2 Beispiel

Wir haben die Beziehungen zwischen den einzelnen Kurven gesehen. Jetzt wollen wir diese anwenden und ein
Beispiel berechnen. Dazu verwenden wir (2.3), (2.6) und (2.8).

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



18 Zeitwert des Geldes
Laufzeit| Spot Rates | ZCB-Preise | Forward Short Rates
T |Y(t,t+T)| P(t,t+T) f,t+T)
0 0.93%
1 0.93% 0.99075 1.77%
2 1.35% 0.97355 2.39%
3 1.69% 0.95084 2.76%
4 1.96% 0.92532 3.04%
5 2.17% 0.89806 3.24%
6 2.35% 0.86984 3.41%
7 2.50% 0.84112 3.64%
8 2.64% 0.81157 3.77%
9 2.77% 0.78209 3.86%
10 2.88% 0.75305 4.04%
11 2.98% 0.72380 4.14%
12 3.08% 0.69501 4.14%
13 3.16% 0.66736 4.14%
14 3.23% 0.64082 4.13%
15 3.29% 0.61539 4.11%
16 3.34% 0.59109 4.09%
17 3.38% 0.56787 4.06%
18 3.42% 0.54571 4.03%
19 3.45% 0.52460 3.99%
20 3.48% 0.50446 3.96%
21 3.50% 0.48527 3.90%
22 3.52% 0.46704 3.83%
23 3.53% 0.44980 3.75%
24 3.54% 0.43355 3.64%
25 3.55% 0.41833 3.50%
26 3.55% 0.40420 3.37%
27 3.54% 0.39101 3.28%
28 3.53% 0.37860 3.19%
29 3.52% 0.36691 3.11%
30 3.50% 0.35585
1 0.045
09f 0.04F ',’ --------- - i
0.035- ,', ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ * STy
08F , B ..
': 003F ’ ,»"’/ ]
§ 071 N I'l ,f‘/
:— g oosk ) \,". 1
8 06F N h /\’
o 002 4 ,‘/ Forward Short Rates
osk : Ij
0015-; 4
P
04r oo} ¢ ]
3% é 1‘0 2‘0 2‘5 30 0005, !3 1‘0 z‘o 2‘5 30

15
Laufzeit T

Abbildung 2.1: ZCB-Preise P(2002,2002+T).
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Abbildung 2.2: Zinsstrukturen.
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2.3 Struktur der Zinssiitze 19

2.3.3 Kontinuierliches Modell

Wir suchen nun die entsprechenden Grossen im stetigen Modell. Wir nehmen an, dass die Verzinsung kontinuier-
lich stattfindet mit der Zinsintensitit Y (¢,¢ 4+ T):

P(t,t+T) = ¢ TTET)

- 1
=>YV(tt+T) = 7 |log[P(t,1+T)]|.
Analog wie im diskreten Modell definieren wir den stetigen Forward Zinssatz:
- 1
Y(t,t+1,t+T) = ?|log[P(t,t+T,t+T)}|. (2.9)

Aus der Beziehung (2.9) erhalten wir mit dem Grenziibergang T | T den kontinuierlichen Forward-Kurz-Zinssatz:
- - 1
t,t+1)=limY(t,t+7,0+T)=1i {—1 Plt,t+7,t+T }
Flor o) =¥ (1 47,0+ T) = limq 7| log(Ple,r + 7,0+ T])|

und daraus den Preis eines ZCB Z(T): ,

— [ f(tt+7)dT
P(t,t+T)=e 0

2.3.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir verschiedene Zinssitze kennengelernt:

* Spot Zinssatz: Aktuelle Verzinsung von ZCB mit unterschiedlicher Laufzeiten.
 Short Zinssatz: Spezialfall des Spot Zinssatzes, Zins ist nur fiir eine Periode.

* Yield-to-Maturity: Durchschnittliche Rendite.

» Forward Zinssatz: Im Voraus festgelegter Zinssatz.

» Forward-Kurz-Zinssatz: Spezialfall des Forward Zinssatzes, Zins fiir eine Periode.

Diese Zinssitze beschreiben verschiedene Zinsstrukturkurven:

e Ertragskurve: Momentaufnahme der aktuellen Zinsverhéltnisse.
* Kurve der Preisstruktur der ZCB: ZCB-Preise in Abhéngigkeit der Laufzeit.

* Kurve der Forward-Kurz-Zinssdtze: Forward Short Rates in Abhéngigkeit des Investitionszeitpunktes.

Wir haben gesehen, dass alle drei Kurven dquivalent sind. Es geniigt, wenn wir eine Kurve kennen, um den Barwert
eines Cash Flow zu berechnen.
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Kapitel 3

Die zukiinftige Lebensdauer einer
x-jahrigen Person

Da die Priamien einer Lebensversicherungen stark davon abhidngen, welche Lebensdauer die versicherte Person
noch zu erwarten hat, beschéftigen wir uns in diesem Kapitel mit den Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeiten
von Versicherungsnehmern.

3.1 Das Modell

3.1.1 Definitionen und Bezeichnungen

Betrachtet wird eine Person mit Alter x. Thre zukiinftige Lebensdauer wird mit 7 bezeichnet. Eigentlich ist es
T (x),aber der Index x wird weggelassen. Die Verteilungsfunktion von 7 werde mit

G(t) = P[T <i]

bezeichnet. (Auch hier miisste es eigentlich G, (¢) heissen). Man geht davon aus, dass die Verteilungsfunktion von
T absolut stetig ist und somit eine Dichte

g(n)dt =Pt < T <t+dt] 3.1

hat. Dies ist die infinitesimale Wahrscheinlichkeit zwischen ¢ und ¢ 4-dt zu sterben. Im Prinzip kénnte man nun mit
G(1) und g(7) alle Grossen beschreiben, die fiir uns von Interesse sind. Aber es gibt eine internationale Schreib-
weise, die auch hier benutzt werden soll. (Diese hat auch den Vorteil, dass das x nicht ,,unterschlagen* wird). Die
wichtigsten Definitionen sind dabei:

tqx = G(t)
P = 1—G(1) 3.2)
sdx = Pls <T <s+t]

= G(t +S) - G(S) = s+1qx — sqx
6 = E[T(x)] = /0 rg(1)di /0 (1= G(1))dt = /0 pdi

]
e, ist der Erwartungswert der noch zu verbleibenden Lebensdauer einer x-jdhrigen Person.

Bemerkung: Bei einjihrigen Sterbe- und Uberlebenswahrscheinlichkeiten lisst man iiblicherweise den Index 1
weg, also g, := 1g, und py 1= 1 py. o
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22 Die zukiinftige Lebensdauer einer x-jiahrigen Person

Aus obigen Definitionen kann man folgende offensichtlichen Grossen und Identititen herleiten

tqx+s = Gx+s(t) :P[T(x“rS) < t] ZP[T(x) < s—‘,—[‘T(x) > S] - M

1—-G(s)
(Pxts = P[T > s+1|T > 5] = 11_G(ng)t)
s = 1=Gls+0) = (166 T 255 = puapes
s = Gl =605 = (1-66) ST g

3.1.2 Sterbedichte

(3.3)

3.4)

Man betrachtet wieder eine x-jihrige Person. Die Sterbedichte (oder in der Uberlebenszeit- und Zuverlissigkeits-
analyse auch als Hazardrate bekannt) ist definiert als die momentane Sterberate im Alter x + ¢, gegeben, dass die

Person die ¢ Jahre schon tiberlebt hat. Also

Pt <T <t+ANt|T >1]

=
Houts Atlg(lﬁ At
8(1) d
- = S -
—Gp ~ an-o0)

Aus (3.5) und (3.3) folgt somit dass 4, /\t approximativ a;qy.s ist.

o
S -
© — Verteilungsfunktion
S 7 -- Sterbedichte ,
© 7
T © | !
© K
© ’
o /)
o< /
o ,
~ .
S
o |
S -
T T T T T T T
50 60 70 80 90 100 110
Alter

Abbildung 3.1: Die Verteilung der Lebensdauer und die Sterbedichte ist dargestellt
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3.2 Sterbetafeln 23

3.2 Sterbetafeln

Im letzten Abschnitt hat man die Sterbe- und Uberlebenswahrscheinlichkeiten einer x-jihrigen Person betrachtet.
Aus Gleichung (3.4) folgt, dass

k<t k<t
tPx = Px+k:H(1_4x+k) firr e N
k=0 k=0

Somit kann man aus den einjihrigen Wahrscheinlichkeiten auf die mehrjéhrigen Uberlebenswahrscheinlichkeiten
schliessen.

3.2.1 Konstruktion einer Sterbetafel

Bei der Konstruktion einer Sterbetafel betrachtet man eine feste Personengesamtheit, d.h. eine eindeutig definier-
te Menge von gleichaltrigen Personen. Man nennt so eine Gesamtheit geschlossen, wenn ein Abgang nur infolge
Tod stattfindet (kein Ersatz des Abganges), und man nennt sie offen, falls sich die Gemeinschaft durch Zu- und
Abginge verindert. Wir betrachten der Einfachheit wegen eine geschlossene Personengemeinschaft. Die Sterbe-
wahrscheinlichkeiten (und damit auch die Uberlebenswahrscheinlichkeiten) sind abhingig von Geschlecht, Rasse,
Generation und natiirlich vielem mehr. Das Alter eines Mannes sei in Zukunft mit x und das Alter einer Frau
mit y bezeichnet. (Ohne jemanden diskriminieren zu wollen, werden in der Folge meist nur die Formeln fiir x
angegeben, analoges gilt natiirlich fiir y). [, sei die Anzahl lebender Ménner im Alter x in der betrachteten Gemein-
schaft. d sind die Anzahl Minner, die das Alter x erreichen, aber nicht mehr x + 1 werden und damit gilt natiirlich
dy =1, — lx+1-

Man kann mit diesen Grossen nun die Uberlebens- und Sterbewahrscheinlichkeiten schitzen, via

. d
e = T (3.6)
X
ﬁ _ lx+1
X I,
A lx+n
nPx = i (37)
X
A lx_lirn
ndx = ————
Iy
A oA A _ lx+n dx+n
n19x = nPxqx+n =
lx+n lx

Diese Wahrscheinlichkeiten nennt man auch ,,rohe Wahrscheinlichkeiten .

Bemerkung: Wenn man eine offene Personengesamtheit hat (was eigentlich meistens der Fall ist), dann ist eine
einfache Methode zur Schitzung der rohen Sterbewahrscheinlichkeiten folgende: Sei /, der Bestand unter Risiko
stehender x-jahriger zu Beginn der Beobachtungsperiode, d, die Anzahl beobachteter Sterbefille innerhalb dieser
Periode, Z, die Anzahl Zugénge, die neu zur Personengesamtheit stossen und A, die Abginge (ohne Todesfille).
Dann schitzt man die Sterbewahrscheinlichkeit via

dx

= Z—A
lx+ xzx

A

qx

<

Trédgt man diese rohen Wahrscheinlichkeiten gegen x auf, wird es oft so sein, dass es starke Schwankungen gibt.
Man hat also noch nicht die Werte, mit denen man rechnen will. Zwei Dinge miissen vorab getan werden:

¢ Ausgleichen (Gléitten) der rohen Wahrscheinlichkeiten.

Hier hat man wie immer beim Glitten einen Trade-off zwischen Varianz und Bias, d.h. der Bias wichst mit
zunehmender Glattheit, wihrend die Varianz sinkt und umgekehrt.
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Die zukiinftige Lebensdauer einer x-jiahrigen Person

Nichtparametrisches Glitten:
z.B. mit einem gewichteten Mittel:
Anen Zy Wydy
X
Ly Wy
wobei die Gewichte w, klein sein sollen fur diejenigen y, die weit von x entfernt sind, z.B. wy = k( ‘x;y | )s

dabei ist k(-) proportional zu einer Dichte und b (die Bandbreite) gibt an, wie schnell das Gewicht auf
0 abfillt.

Parametrischer Ansatz:
Anpassen einer Funktion mit p Parametern an die rohen Daten: z.B.

a+bx+cx?
qx =€

Solche Ansitze wurden schon sehr frith gemacht.

# Moivre(1724): g, = ﬁ Dies ist aber definitiv eine zu simple Vorstellung
# Dormoy: gy = a-b*
% Gomperts: gy = a - b®
s« Makeham: ¢, = a-b*-c®
a+b-c*
d-c™*+1+e*

In den Figuren 3.2-3.2.1, in welchen Messungen von 1991/1995 iiber Minner beriicksichtigt sind,
wurden obige Methoden angepasst. Die Anpassung kann man mit der Kleinsten-Quadrate-Methode
oder mittels Minimierung der y2-Grosse

* Perks: g, =

vornehmen, wobei dAx die geschitzten erwarteten Anzahl Tote und d, die tatsdchlich beobachtete Anzahl
Tote darstellt.

0.018

0.016

0.014

0.012

0.008 -

0.006 -

0.004 -

0.002 -

Parameter a :625.6228 / 4 Parameter a :7.2548e-005

Fehler :5020.0979 / Fehler :405.9958 /

0.025

! Parameter b :1.0862

! 0015} / ]

< 0.005

20 30 40 50 60 70 10 70

Abbildung 3.2: Moivre Abbildung 3.3: Dormoy

Trend- und Sicherheitsiiberlegungen machen.
Versicherungsgesellschaften geben Garantien iiber lange Zeitspannen und verpflichten sich, Primien und
Leistungen iiber die Versicherungsdauer fix zu halten. Da sich die Sterblichkeit in der Bevolkerung im Laufe
der Zeit dndert (global gesehen nimmt die Sterblichkeit eher ab), miissen die Versicherungen darauf reagie-
ren und Trends moglichst frith und gut abschitzen konnen, damit sich Fehlkalkulationen in Grenzen halten.
Sie miissen also in den Sterbetafeln gewisse Sicherheitszuschlidge machen. Je nach Versicherungsart ist ein
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0.016 Parameter a :0.13591 ; 4 0.018 Parameter a :0.00035831 T
Parameter b :-4.8957e-005 ! Parameter b :0.9963
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0.016 Parameter ¢ :1.5544 7
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0.014 T
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Abbildung 3.4: Gomperts Abbildung 3.5: Makeham
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Abbildung 3.6: Perks

solcher Trend von Vorteil (Todesfallversicherungen werden billiger) oder von Nachteil (Rentenversicherun-

gen werden teurer). Ein mogliches Modell zur Abnahme der Sterblichkeit ist z.B.
qxt = qxjoeix)((tit())

e~ ist der Faktor der Abnahme pro Jahr.
3.2.2 Arten von Sterbetafeln
Im letzten Abschnitt wurde der Begriff der Personengemeinschaft von Gleichaltrigen eingefiihrt. Natiirlich kann
man die Personengemeinschaft von noch homogeneren Individuen betrachten, indem man z.B. noch weiter nach

Geschlecht oder Beruf unterteilt und daraus noch detailliertere Sterbetafeln generiert. Man unterscheidet zwischen
einfach und doppelt abgestuften Sterbetafeln.

Einfach abgestufte Tafeln: Aggregattafeln

Diese sind (in der Regel) nach dem Alter abgestuft. Tafeln lassen sich aber in verschiedenster Art je nach Herkunft
des Beobachtungsmaterials bilden, da die Sterblichkeit von den verschiedensten Einfliissen abhéngt:
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Beobachtungszeit: wichtig wegen dem Sterblichkeitstrend.

Geschlecht: Frither waren hauptsidchlich Minner versichert. Zur Vereinfachung der Verwaltung wurde damals nur
eine Sterbetafel verwendet fiir beide Geschlechter. Seit 1970 ist das in der Schweiz nicht mehr so, da zum
einen die Unterschiede in der Sterblichkeit zwischen Ménner und Frauen immer grésser werden, zum ande-
ren, weil auch immer mehr Frauen Risikoversicherungen (d.h. Versicherungen mit geringem Sparelement)
abschliessen.

Volk versus Versicherte: Die Volkssterblichkeit ist hoher. Man hat hier einen Selektionseffekt: Bei der Einzel-
versicherung werden Personen erst nach einem &rztlichen Zeugnis aufgenommen, im Kollektiv ist der Effekt
etwas geringer (Gesetz wiirde Gleichheit fordern), aber immerhin bedeutet die Tatsache, dass die versicher-
ten Personen fihig sind zu arbeiten, dass sie in relativ gutem gesundheitlichen Zustand sind.

Einzel- versus Kollektivversicherung: Separate Grundlagen fiir die beiden Versicherungsarten.

Kapital- und Rentenversicherung: Nur wer gesund ist, kauft sich eine Rente.

Berufe: Nicht jeder Beruf belastet oder fordert die Gesundheit gleichermassen. Zudem sagt ein Beruf oft auch viel
iiber den Lebensstandard einer Person aus, welcher wiederum einen Einfluss auf den Gesundheitszustand
hat.

Zivilstand: Es gibt einige Untersuchungen, dass ledige, geschiedene oder verwitwete Personen nicht die gleiche
Lebenserwartung haben. Zudem gibt es Studien, die behaupten, dass diese Unterschiede bei Ménnern und

Frauen wiederum ganz unterschiedlich sind.
Ort/Land: Hier gibt es die grossten Unterschiede. Schweizerische Sterbetafeln sind nicht iibertragbar auf ein
anderes Land.

Doppelt abgestufte Tafeln/ Selektionstafeln

Diese Tafeln beriicksichtigen die oben erwihnte Selektionswirkung beim Underwriting:

 Kapitalversicherung: Versicherte mit drztlicher Untersuchung haben in den ersten Jahren wesentlich gerin-
gere Mortalitit als andere.

* Rentenversicherung: Eigene Wahl.

» Die Sterblichkeit von Invaliden ist von der Dauer der Invaliditidt abhingig. In den ersten Jahren ist die Sterb-
lichkeit stark iiberhoht, spiter langsam wieder der Normalsterblichkeit angleichend.

Falls Selektionstafeln verwendet werden, benutzt man eine spezielle Notation:
q[x+: » Sterblichkeit im Alter x +7 bei Eintritt in die Versicherung mit Alter x
A+t S Dix—1]4r+1 S Q-2 4142 < -
Wenn man annimt, dass die Selektionswirkung r Jahre dauert, so geht g,),, nach r Jahren tiber in gy,.
Generationentafeln

Diese Tafeln beriicksichtigen die sikulédre Sterblichkeitsentwicklung. Dabei wird das Absterben einer ganzen Ge-
neration verfolgt. Das heisst diese Tafeln sind im Prinzip nach Alter und Kalenderjahr abgestuft. Gemessen werden
snap-shots fiir Zeitrdume. Man macht ein Modell und extrapoliert (was natiirlich immer etwas heikel ist).
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— 0 Jahre nach Abschluss
--- Jahr nach Abschluss
2 Jahre nach Abschluss
- 3 Jahre nach Abschluss
4 Jahre nach Abschluss
-~ ohne Selektionseffekt

Sterblichkeit
5 e04 5 e-03 5 e-02 5 e-01

Alter

Abbildung 3.7: Selektionstafel
3.3 Die Anzahl vollstindig gelebter Jahre

Wir haben in Abschnitt 3.1.1 mit 7'(x) die zukiinftige Lebensdauer einer x-jihrigen Person bezeichnet. T'(x) nimmt
Werte in R™ an.

Nun wird die Anzahl vollstéindig erlebter Jahre mit
K :=[T] (3.8)
bezeichnet.

Beispiel: 7 =12.75 = K =12 o

K ist somit eine ganzzahlige Zufallsvariable. Das iibliche Tarifierungssystem stiitzt sich auf diese Zufallsvariable,
da die Formeln etwas einfacher werden. Dafiir geht man einen kleinen Fehler ein.

PK=kK = Pk<T <k+1]

kPx * Yx+k

Mit e, bezeichnen wir den Erwartungswert E[K],

=

— ZkP[K =kl= Zkkpx'%c+k
k k

Der Vorteil beim Arbeiten mit K statt T liegt darin, dass die Formeln viel einfacher weden. Der Preis ist, dass man
einen kleinen Fehler macht. In Abschnitt 5.1.5 wird dieser Fehler fiir zwei Versicherungen betrachtet.

Die ,restliche” Uberlebenszeit wird mit S bezeichnet, d.h.
T=K+S 3.9)

wobei S € [0, 1]. Falls man zudem annimmt, dass S gleichverteilt ist auf [0, 1], dann ist der Erwartungswert von 7T,
¢,=E[T] =E[K]+E[S] = e, + 1.

3.4 Sterblichkeit fiir den Teil eines Jahres

Normalerweise sind gy, d.h. g, bekannt durch eine Schédtzung. Wenn man den Einfluss des unterjahrigen Sterbens
betrachten will, so sollte man g, fiir s < 1 kennen.
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1. Moglichkeit: g, ist linear fiir s < 1

ogx = 0
19x = 4x

Daraus folgt, dass

sqx = S qx
sPx = 1—5-qx

und somit
qx

d
Myts = —Eln(sz)h:s = s

Bemerkung: Wenn K und S unabhingig sind und S gleichverteilt auf [0, 1], so ergibt sich die obige Situation. ¢

2. Moglichkeit: 1, ist konstant fiir 0 < s < 1.
Wir bezeichnen den konstanten Wert mit

d
.ux_;,_% = Pats = — - In(epa)r=s

dt
Dann gilt
1Px=¢€ Jo Bsedr eiu”%
und auch
sPx=e Jo st — eisiuﬁ% = (px)’
Weiter

l_ S
X

Daraus folgt, dass die bedingte Verteilung von S gegeben K = k eine abgeschnittene Exponentialverteilung ist. Das
bedeutet, dass S und K nicht unabhéngig sind.

3. Moglichkeit: Linearitit von |_sqy.
Diese Annahme, sie sogenannte Balducci Annahme, ist in den USA sehr bekannt:

1—s@xrs = (1 —=5) - qx

somit gilt
Pe= Px _ 1 —q,
e 1—sPx+s 1- (1 - s)qx
weiter ist
Lheps = 4
X+S§ 1_(1_s)_qx
und

N

R (e
X
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Kapitel 4

Mehrdimensionale Bewertung

4.1 Einleitung

Es gibt viele Methoden, die Verpflichtungen einer Versicherungsgesellschaft zu bewerten. Die traditionelle aktua-
rische Bewertung wird in einer Dimension durchgefiihrt, ndmlich in einer bestimmten Wihrung, z.B. in CHF. Die
erhaltenen Betrige werden dann in die Bilanz tibertragen.

In diesem Kapitel betrachten wir ein anderes Vorgehen:

A) Wir messen Verpflichtungen nicht in Wéhrungen sondern in Einheiten. Das heisst, wir stellen die Verpflichtun-
gen in einer Basis von Finanzinstrumenten dar.

B) Wir definieren eine Abbildung von der Menge der Einheiten in die Menge der Wihrungen (z.B. CHF).

C) Wir miissen A) klar erfassen und zeigen, wie wir von A) nach B) gelangen.

Im folgenden Kapitel werden wir Begriffe einfiithren, damit wir dieses Vorgehen formal darstellen konnen. Wir
werden das Verfahren in drei Schritte aufteilen und mit Beispielen illustrieren.

4.2 Modell

Wir konnen die Mathematik der Lebensversicherung auf unterschiedlichen Niveaus betrachten. Auf der einen Seite
haben wir die Realitit, in der wir Beobachtungen machen, auf der anderen Seite ein mathematisches Modell. In
der Realitit ist es oft schwierig, Probleme direkt zu 16sen. Wir konstruieren deshalb ein mathematisches Modell,
welches die Beobachtungen moglichst gut widerspiegeln und einfach sein soll.

Wir 16sen die Probleme im Modell und tibersetzen die Ergebnisse in die Realitit. Schematisch sieht das wie folgt
aus:
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Realitit Modell
iibersetzen
Beobachtete Tatsachen Mathematisches Modell
9 Folgerung
. . riick-
Fragen in Realitiit Beantwortung von Fragen
iibersetzen

Im Weiteren werden wir zwei Modelle verwenden:

* Das Markovmodell: Zur Beschreibung der Versicherungsvertrige;

* Ein Modell mit Finanzinstrumenten zur Berechnung des Wertes einer Versicherungspolice.

Markovmodell:

Das Markovmodell wird in [Koller] ausfiihrlich beschrieben. Wir werden hier nur die wichtigsten Begriffe einfiih-
ren.

Das Markovmodell geht von einer endlichen Anzahl Zustinden S aus. Fiir jeden Zustand i € S definieren wir die
Vertragsfunktionen

af "(t):  Rentenzahlung zur Zeit ¢, falls sich die Person zur Zeit 7 im Zustand i befindet;
aZ"S’ (t): Kapitalleistung zur Zeit t + 1, falls die Person zwischen [f,7+ 1) vom Zustand i in den
Zustand j wechselt.

Weiter brauchen wir auch die Uberganswahrscheinlichkeiten p;;(z). p;j(t) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die ver-
sicherte Person im Zeitintervall [t,7 + 1) vom Zustand i in den Zustand j gelangt.
Wir konnen praktisch jeden Versicherungsvertrag g, mit Hilfe der Vertragsfunktionen und den Uberganswahr-
scheinlichkeiten darstellen:

= {afre,af-;?s’; i,j €S},
wobei x das Anfangsalter der versicherten Person ist. Wir bezeichnen mit ¢ die Menge aller Versicherungsvertrige
und mit @ das Schlussalter.

Modell mit Finanzinstrumenten:
Das Modell wird beschrieben durch eine endliche Anzahl von Finanzinstrumenten. Diese Finanzinstrumente bilden
einen Vektorraum .%#, und wir wihlen eine Basis # = {ey,...,en } aus Einheiten von Finanzinstrumenten von .%:

F ={e1,...,en).

Wir konnen jedes Finanzinstrument in dieser Basis darstellen. Dies hat den Vorteil, dass wir nur Aussagen iiber
ej,i = 1,...,m machen miissen und nicht {iber jedes Finanzinstrument.

In der Realitdt haben wir einen Versicherungsvertrag, den wir bewerten wollen. Wir stellen diesen Vertrag im
Modell mit den Finanzinstrumenten dar, bewerten ihn im Modell und tibersetzen den Wert wieder in die Realitit.
Wir prézisieren dieses Vorgehen:

* Wir definieren eine Abbildung ¢ von der Menge der Versicherungsprodukte ¢ in den Vektorraum .# aufge-
spannt von den Einheiten e;,i = 1,... ,m:

0.9 - F
g~ X Ai(g)ei,

1

.1

mit A;(g) = (@(g),e;), wobei (-,-) das Skalarprodukt bezeichnet.
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* Wir transformieren die Bewertung in Einheiten mit der Abbildung y in Geldbetrige, wobei

v: =R
; Ai(g)ei — 1/1(_§1 Ai(g)er).- (4.2)

Wir definieren y als lineare Abbildung, d.h.
w( Z Ai(g)ei) =Y Ai(g)wier).

Wir miissen folglich nur y(e;),i = 1,...,m, kennen, um den Wert eines Versicherungsvertrages bestimmen
zu konnen.

Wir kénnen verschiedene Bewertungsprinzipien anwenden, deshalb gibt es auch mehrere Abbildungen .
Wir werden zwei Bewertungsprinzipien y; und y» betrachten:

y } ordnet den Einheiten ihren { 4.3)

Marktwert }
o)

Buchwert
Bemerkungen:

— Mit der Abbildung y» berechnen wir genau das klassische Deckungskapital. Das Deckungskapital ist
die Reserve fiir eine Versicherung. Dieser Betrag muss vorhanden sein, um die erwarteten Verpflich-
tungen erfiillen zu konnen.

Schematisch sieht dies wie folgt aus:

Realitat Modell
. iibersetzen
Versicherungsvertrag @
? ¢
v
R F

o
Wir haben alle notigen Begriffe eingefiihrt, um den Bewertungsprozess zu beschreiben.

4.3 Bewertungsprozess

Wir werden den Bewertungsprozess in drei Schritte unterteilen:

Schritt 1: Wir definieren angemessene Einheiten e;,i =1, ... ,m, wobei m die Anzahl benétigter Einheiten bezeich-
net. Diese Einheiten sind Finanzinstrumente mit Payoff, die der Versicherungsleistung entsprechen. Wir wihlen
die Einheiten so, dass sie eine Basis fiir die Bewertungen bilden und somit den Vektorraum % = {ey,...,ey)

aufspannen.

Schritt 2: Wir fithren eine mehrdimensionale Bewertung in Einheiten durch mit einem Valuationsportfolio (VaPo).
Dazu verwenden wir die Abbildung ¢ in (4.1).

Schritt 3: Wir transformieren mit Y in (4.2) die Bewertung in Einheiten in Geldbetrdge.
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32 Mehrdimensionale Bewertung

4.4 Beispiele

4.4.1 Einleitung

Wir haben im Abschnitt 4.3 die drei Schritte des Bewertungsprozesses kennengelernt. Jetzt fithren wir diese Schrit-
te an Hand von Beispielen aus.

Das erste Beispiel ist eine gemischte Versicherung mir einer kurzen Laufzeit. Wir schreiben jeden Schritt exakt
auf. Die weiteren Beispiele haben eine lingere Laufzeit, und wir betrachten nur noch die Schritte zu Beginn der
Versicherungsdauer. Aber das Vorgehen wird natiirlich gleich sein wie beim ersten Beispiel.

Wir werden die Primien auf zwei verschiedene Arten berechnen:

e Klassische Methode: Wir bestimmen die Pramie mit Hilfe der Kommutationszahlen der Sterbetafel EKM95
mit einem technischen Zins von 2.5%.

* Valuationsportfolio-Methode: Wir haben zwei verschiedene Zinsstrukturen zur Verfiigung (siche Anhang
D):

— 10. Mai 2000: 1-10 Jahre,
— 26. November 2002: 1-30 Jahre.
Das Prdamienberechnungsprinzip bleibt bei beiden Methoden dasselbe:
Barwert der Primien = Barwert der Leistungen.

Fiir die weiteren Berechnungen verwenden wir die Priamie, die wir mit den Kommutationszahlen berechnet haben.
Denn in der Praxis wird dies auch so durchgefiihrt.

Die Priamie, die wir aus der Zinsstruktur ermittelt haben, ist die zum Tarifierungszeitpunkt faire Pramie. Sie ist in
der Regel tiefer als die traditionell berechnete Primie, weil diese auf konservativen Annahmen beruht.

Beispiel: In der EU ist der technische Zins maximal 60% der Bundesobligationenrendite. o
Wir werden zwei Situationen betrachten:

* Eine einzelne Police: Wir untersuchen, wie sich die Police wihrend der Versicherungsdauer verhilt. Wir
nehmen dabei an, dass sich die Yield-Curve nicht veridndert.

¢ Ein Portefeuille bestehend aus gleichen Policen mit unterschiedlicher Restlaufzeit: Wir berechnen den Wert
des VaPo der verschiedenen Policen im Portefeuille zur Zeit 2000 bzw. 2002.
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4.4.2 Gemischte Versicherung
Situation

Wir betrachten eine gemischte Versicherung gegen Pramienzahlung eines 50-jdhrigen Mannes mit folgenden Da-
ten:

Todesfall- und Erlebensfallleistung C = 50’000 CHF
Eintrittsalter x =50 Jahre
Laufzeit n =15 Jahre

Bemerkungen:

1. Die Zeitskala ist in Jahren. Wir verschieben den Zeitursprung, d.h. wir stellen uns vor, dass wir uns im Jahr
50 befinden. Wir verwenden deshalb das Alter an Stelle der Zeit.

2. Die Leistungen werden am Ende des Todesfalljahres ausbezahlt.

3. Pramien IT sind zu Beginn des Jahres fillig. o

Konvention: Zahlungen, die der Versicherer erhdlt, haben ein negatives Vorzeichen, Zahlungen, die er tdtigt, ein
positives. o

Beschreibung des Versicherungsvertrages:
Zustandsraum S = {x, 1}
Vertragsfunktionen:

C,t=50,...,54
Post _ ) ) ) Post
a (1) = { 0, sonst o (1)

Ubergangswahrscheinlichkeiten:

Pus(t) = pr
psi(t) = qr
pi(t) =0
pi(t) =1

Versicherungsvertrag: gso = {al", aff;”, al%' Do, Dicky Diss Pt}

Unsere Aufgabe: Welches ist der Wert dieser Versicherungspolice

im Alter 50
im Alter 51
im Alter 52 3 jeweils vor der Pramienzahlung I1?
im Alter 53
im Alter 54

Wir fiihren die einzelnen Schritte des Bewertungsprozesses durch:
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Schritt 1: Wir definieren die Einheiten

Primien: Die Pramien IT werden im Alter ¢ bezahlt, t = 50, ...,54. Wir kénnen die Pramienzahlung
im Alter ¢ auffassen als Zero-Coupon Anleihe in der Hohe IT mit negativem Vorzeichen
und Laufzeit  — 50. Wir nehmen deshalb als Einheit einen Zero-Coupon Bond mit Lauf-
zeit t — 50, der im Alter + 1 CHF bezahlt. Wir bezeichnen ihn mit AQN

Todesfallleistung: Die Todesfallleistungen konnen wir auch als ZCB Z() mit 7 = 51,...,55 betrachten.

Erlebensfallleistung:  Die Erlebensfallleistung im Alter t = 55 ist Z(°%).

Wir haben die folgenden sechs Einheiten definiert:

ZW, t =50,51,52,53,54,55.

Sie bilden eine Basis 2 = {Z(50), z51) z(52) 7(53) 754 7591 fiir unsere Bewertung. In dieser Basis konnen
wir das VaPo ausdriicken.

Bewertung im Alter r = 50:

Schritt 2: Bewertung in Einheiten

Wir betrachten zwei Valutionsschemen:

¢ Schema A beschreibt

— wann die Pramien erhalten und die Leistungen gezahlt werden.

— wie hoch diese Verpflichtungen sind.
Diese Informationen erhalten wir aus den Vertragsfunktionen und den Uberganswahrscheinlichkeiten.
* Schema B zeigt

— welche Einheiten im Portfolio enthalten sind: ey, ..., ey,.

— die Anzahl der verschiedenen Einheiten: A1(gs0), - -, An(gs0)-

Wir stellen jetzt diese Schemen fiir die gemischte Versicherung zusammen.

Wir werden zuerst eine Bewertung fiir /5o Personen durchfiihren. Dazu brauchen wir die Sterbetafel. Danach ma-
chen wir die Bewertung abstrakt. Diese Darstellung hat den Vorteil, dass sie fiir alle Versicherungsvertrige dieselbe
Form hat. Wir brauchen nur die Vertragsfunktionen und die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu kennen.

Bewertung im Alter 50 fiir /5y Personen:

Valuationsschema A:

Zahlungen im Alter| Prdmien |Todesfallleistung|Erlebensfallleistung
50 S § BAS)
31 —Is5,-T1-Z6Y | dso-C-Z5D
32 —lsy-T1-Z52 | ds;-C-Z52)
53 —Is3-T1-Z53 | dsy-C- 253
54 —Isy - T1-ZOY | ds3-C-25%
55 dss-C-Z5) Iss-C-Z0%

Priamienberechnung:
Damit wir die Bewertung vollstindig durchfithren konnen, miissen wir zuerst die Pramie via Aquivalenzprinzip
berechnen:
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» Klassischer Ansatz:
Barwert der Pramien = Barwert der Leistungen

I dsﬂ:ﬂ ASO:ﬂ -C
Mit Hilfe der Kommutationszahlen der Sterbetafel EKM95 mit einem technischen Zins von 2.5% erhalten
wir:
Primie I1 = Mso—Mss+Dss o~

Nso—Nss

__ 13/245-12/613+23/237.84 —
- 562/903—435/605 * 50/000 CHF — 9’37521 CHF

* Valuationsportfolio: Damit wir die Primie mit dem VaPo berechnen kénnen, miissen wir den Wert von z(T)
kennen. Diesen Wert entnehmen wir der Tabelle im Anhang D. Er entspricht dem Wert P(50, 7).

Barwert der Pramien = Iso-I1+4 sy - IT- P(50,51) + 55 - IT- P(50,52)
tls3-T1- P(50,53) + Iss - 1 P(50,54)

Barwert der Leistungen = [dso - P(50,51) +ds; - P(50,52) +ds; - P(50,53)
+ds3 - P(50,54) 4 ds4 - P(50,55) + Is5 - P(50,55)] - C

=11 = dso-P(50,51)+ds; -P(50,52)+dsy-P(50,53)+ds3-P(50,54)+ds4-P(50,55)+1s5-P(50,55) .C
- Iso+51-P(50,51)+15;-P(50,52)+53-P(50,53)+154-P(50,54)

8/869.03 CHF, Zinsstruktur 2000
9/372.78 CHF, Zinsstruktur 2002

Valuationsschema B:

Einheit| Anzahl Einheiten fiir /5y Personen
e; | Pramie | Leistungen Total

Z00 | —[50-T1 —Iso-I1
ZOD | —I5; -T|dsg - C —Is1 - 4dsy-C
Z02) | s, -T|ds; - C —lsp - II+ds; -C
Z53) |53 - T|dsy - C —Is3-II+dsy-C
Z0% | —Is, - Tl|ds3 -C —lIsq - II+ds3-C
Z(5%) dsg-Cllss-C| Is5-C+dsq-C

Wie in der Einleitung erwéhnt, setzen wir fiir IT die klassisch berechnete Pramie ein. Denn dies ist die Pramie, die
der Kunde heute fiir die Versicherung bezahlen miisste. In diesem Beispiel ist dies 9'375.21 CHF.

Einheit| Anzahl Einheiten pro Person
e; | Primie | Leistungen | Total
zB0) | _9/375 —9'375
ZBY | -9'336|208 —9'128
Z(52) | -9/293|229 —9064
Z53) | —9/246|251 —8/995
ZB4 1-9'194 /275 —8/919
VAS) 302(48'734| 49036

Zusammenhang mit den Vertragsfunktionen und den Ubergangswahrscheinlichkeiten:
Bevor wir uns Schritt 3 zuwenden, stellen wir diese zwei Schemen in einer abstrakten Weise dar:

Bewertung im Alter 50 fiir eine Person:
Wir betrachten die 1 —te Zeile des Valuationsportfolio A und dividieren sie durch Isq.
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Valuationsschema A:

Zahlungen| Primien | Todesfallleistung |Erlebensfallleistung
im Alter
t tealre(n)z0 | 9Ll (0= 1)Z0 | fealo (e —1)Z0

Isp ~*

Wir verwenden die Beziehungen:

t t
£ = ape =T P = T pes(k) = pus(x,0),
k=x k=x

d-1 _ dr by — = — 1 = k
T 0o L T t=x—1Px g1 *QtflkH Pk =pwi(t— )kH P (k)
—x =X

= pa(X,t = 1) pes(t — 1)

und erhalten die Zahlungen im Alter ¢:
Pridmien: P (50,2) ale (1) 20
Todesfallleistung: . (50,7 — 1) pui (1 — 1) al2 (1 — 1)z®

Erlebensfallleistung: p..(50,7)at?" (r — 1)2(")

Valuationsschema B:

e | Anzahl der Einheiten A,

Z0| P (50,0) @ (1) + pus (50,8 — 1) pus (£ — 1) al2 (¢ = 1) + pus(50,1) @l (1 — 1)

Vorteil dieser Darstellung: Wir haben die Vertragsfunktionen so definiert, dass die Valuationsschemen fiir alle ¢
giiltig sind.

Mit der Abbildung ¢ in (4.1) konnen wir dies kompakt schreiben:

0(gs0) = % [p.0(50.0)a27(0) + pun (50,0 = 1) puy(e= 1l (1 =1
+p**<50 t) PDSt(l 1)] VAQ)

= £ pe(50.0= 1) [0l @) 4 perlt = Dl 1= 1)
er**( ) Post(t 1)} 7()
Schritt 3: Bewertung in Geld (CHF)
Wir betrachten
* die Abbildung y; in (4.3), die den Einheiten ihren Marktwert zuordnet, d.h.

i (") = P(50,1).

Beispiel: y;(Z°") = P(50,51) entspricht dem Wert eines Bond mit einjihriger Laufzeit (Siche Tabelle
Anhang D). o
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* die Abbildung y», die den Einheiten ihren Buchwert zuordnet, d.h.

oy — L
wobei: v = et

v (Z(z)) _ Vt7507

i der technische Zinssatz.

Aus dem Valuationsschema B erhalten wir den Wert des VaPo. Wir multiplizieren die Anzahl der Einheiten von

7Y mit dem Wert von ZG1 . Analog gehen wir vor fiir Z0%) . ..
erhalten den Wert des VaPo im Alter 50.

,Z55) . Am Schluss addieren wir diese Werte und

Bezeichnungen: Den Wert des VaPo im Alter ¢ unter der Abbildung y; bezeichnen wir mit V;, unter y, mit DK;.

Bewertung im Alter =51

Schritt 2: Bewertung in Einheiten

Zahlungen | V5o mit Zins-| Vsg mit Zins-| DKjs
im Alter |struktur 2000 |struktur 2002
50 —9'375.21| —9/375.21|-9/375.21
51 —8'784.52| —9'043.42|—8'905.20
52 —8/365.82| —8'824.58|—8'627.53
53 —7'946.17| —8'552.66|—8'352.58
54 —7'543.31| —8'252.87|—8'080.14
55 39'689.57| 44’037.07| 43'340.67
Total —2/325.45 —11.67 0

Wir betrachten wieder zuerst die Bewertung fiir /s; und dann fiir eine Person.

Bewertung im Alter 51 fiir /5; Personen:

Valuationsschema A:

Unser Valuationsschema A im Alter 51 entspricht dem Schema A im Alter 50, indem wir die Pramienzahlungen
und die Leistungen im Alter 50 weglassen.

Zahlungen im Alter| Priamien |Todesfallleistung|Erlebensfallleistung
51 . ASD)
32 —lsp - T1-ZGD | dsy-C-252)
33 —Is3-T1-Z53 | dsy-C- 253
54 —lsy - T1-ZOY | ds3-C-205%
55 dss-C-Z5) Iss-C-Z0%

Valuationsschema B:

© Michael Koller

Einheit| Anzahl Einheiten fiir /5; Personen

e; | Pramie | Leistungen Total
ASDI I 5 | —Is; - T1
Z052) |5, -T|ds; - C —Isp - II+ds; -C
Z53) |53 - T|dsy - C —Is3-MI4+dsy-C
Z0Y | 15y - Tl|ds3 - C —lsq- I +ds3-C
A dsy-C|lss-C| Iss-C+dsy-C
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Einheit| Anzahl Einheiten pro Person

e; | Primie|Leistungen| Total
zZGY | —9/375 —9'375
Z(52) 1 -9/332(230 —9'102
Z(53) | _9/285|252 —9'033
ZB4 |-9'233(277 —8/956
Z(53) 303|48/938| 49/241

Bewertung im Alter 51 fiir eine Person:
Wir betrachten die #—te Zeile des Valuationsportfolio A und dividieren sie durch /s;.

Valuationsschema A:

Zahlungen
im Alter

Primien Todesfallleistung |Erlebensfallleistung

51 Pre(51) (51)

t>51 | ftal™(0)z" dlfs—jlaf;’f’(t— 1)z

l;l Past(t_ 1) 7()

Bemerkung: Weil die Leistungen kurz vor Jahresende und die Primien zu Beginn des Jahres bezahlt werden,
konnen wir denselben ZCB verwenden. Wir stellen aber die Valuationsschemen genau am Jahresanfang auf, d.h.
die Leistungen sind bezahlt, aber die Primien haben wir noch nicht erhalten. Deshalb stehen im Alter 51 nur noch

die Prdmien aus.

Wie vorher erhalten wir die Zahlungen im Alter ¢:
Priimien: Pur(51,0) @™ (1) 2
Todesfallleistung:  p..(51,1 — 1) pui (t — 1) a0 (t — 1)1
Erlebensfallleistung: p..(51,1)af (r —1)Z1)

Bemerkung: Hier ist keine Unterscheidung mehr notig. Denn fiir t = 51, ist

Pa(51,50) =

Valuationsschema B:

e ‘ Anzahl der Einheiten A,

yAQ p**(51 t) Pre( )+p**(51t )p*T(tfl) Post( 1)
+p**(51 l‘) Post(t 1)

Mit der Abbildung ¢ in (4.1) konnen wir dies kompakt schreiben:

?(gs0) = tZ [p**(Sl 1)al™ () + pu (51,6 = 1) pus (t — 1) al (1 — 1)
+pae(51,1) a2 (1 = 1)] 2

= Z pe(S1,t—1) {p**(l‘)afre( )+ pai(t—1) sz( 1)
+p**() alost (1 — 1))z
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Schritt 3: Bewertung in Geld (CHF)

‘Wenn wir annehmen, dass sich die Zinsstruktur nicht verdndert, konnen wir den Wert von Z (52) unter der Abbildung
Yy im Alter 51 mit der Formel (2.1) berechnen:

P(50,52)

13(50,51,52):10(50 5

wobei wir die Notation von Kapitel 2.2 iibernommen haben. Wir bestimmen heute (im Alter 50) den Wert des VaPo
in einem Jahr. Wir bezeichnen diesen Wert mit V5|59 und nennen ihn Forward Marktwert.

Unter y» hat 7052) im Alter 51 den Wert v.

Der Wert der anderen Einheiten im VaPo wird auf dieselbe Weise berechnet.

Wenn wir zusétzlich annehmen, dass die Leute gemiiss Sterbetafel sterben, kdnnen wir Vsy|5o und DKs; im Alter
51 ermitteln.

Zahlungen| V5|50 mit Zins-|Vsy 5o mit Zins-|  DKs;
im Alter | struktur 2000| struktur 2002
51 —9/'375.21 —9'375.21|-9'375.21
52 —8729.14 —8/944.22|—8/880.22
53 —8/291.26 —8/668.61|—8'597.22
54 —7'870.91 —8/364.76|—8'316.80
55 41'413.25 44'634.08| 44'610.04
Total 7'146.74 9'281.30| 9'440.61

Bewertung im Alter =52
Bewertung im Alter 52 fiir /5, Personen:

Valuationsschema A:

Zahlungen im Alter| Pramien |Todesfallleistung|Erlebensfallleistung
52 —Isp - T1-Z(2)
53 —Is3-T1-Z53) | dsy-C-Z53)
54 —lsy - T1-ZOY | ds3-C-Z5%
35 dsy-C-Z5) Iss-C-Z0%

Valuationsschema B:

Einheit| Anzahl Einheiten fiir /5, Personen
e; | Pramie | Leistungen Total
ASORIE a5 | —Isp - 11
Z(53) —ls3-Tl|dsy - C —Is3-I14+dsp - C
Z5%) —Isq-Il|ds3-C —lsq-Il+ds3-C
z3) dsy-C|lss-C| Iss-C+dsy-C

Einheit| Anzahl Einheiten pro Person

e; | Pramie|Leistungen| Total
z(52) | —9/375 —9'375
Z(53) | _9/328|254 —9'074
Z5% | -9'276|278 —8/998
7(59) 304(49'164| 49469
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Bewertung im Alter 52 fiir eine Person:
Wir betrachten die 1 —te Zeile des Valuationsportfolio A und dividieren sie durch Is;.

Valuationsschema A:

Zahlungen
im Alter

Primien Todesfallleistung |Erlebensfallleistung

52 |abre(52)z%%)

t1>52 |ialr(n)z? ‘Z—;‘afﬁ“(t—l)zﬁ) a1 —1) 210

Zahlungen im Alter ¢:
Primien: Par(52,0) ale (1) 21
Todesfallleistung:  p..(52,¢ — 1) pui(t — 1) al% (1 — 1) Z0)
Erlebensfallleistung: p..(52,1)at?" (t — 1))

Valuationsschema B:

e | Anzahl der Einheiten A,

yAQ p**(52 t) Pre( )+p**(52 [ — )P*T(f— 1) Post( 1)
_,’_p**(sz l‘) Post(t 1)

Mit der Abbildung ¢ in (4.1) kénnen wir dies kompakt schreiben:

9(gs0) = ,i [Pe(52,0)a7 () + prs(52,1 = 1) puslt = 1)l (1 1)

P (52,0) a0 (1 — 1)] AL

= %P**(Sthl) {p**(t)af’e( )+p*'(tf1) Post( 1)
+p**() PUSI(I 1)} Z([)

Schritt 3: Bewertung in Geld (CHF)

Diese Bewertung geht analog wie in der Bewertung in Geld im Alter 51.

Zahlungen| V5|50 mit Zins-|Vsyso mit Zins-|  DKsp
im Alter | struktur 2000| struktur 2002
52 —9375.21 —9/375.21|-9/375.21
53 —8'685.57 —8/862.49|—8/852.85
54 —8/245.22 —8/551.84|—8'564.09
55 43/382.72 45'632.37| 45'936.49
Total 17'076.73 18/842.83| 19'144.35

Bewertung im Alter =53

Bewertung im Alter 53 fiir /53 Personen:
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Valuationsschema A:

Zahlungen im Alter| Priamien ‘Todesfallleistung‘Erlebensfallleistung

53 —ls3-T1-Z33)
34 —lsy - T1-ZBY | ds3-C-Z15%
55 dsy-C- 75 Iss-C-Z0%

Valuationsschema B:

Einheit| Anzahl Einheiten fiir /53 Personen
e; | Pramie | Leistungen Total
VAR —Is3-11
Z0Y |5, - T|ds3 - C —lsq - M4+ds3-C
A dss-Cllss-C| Is5-CHdss-C

Einheit| Anzahl Einheiten pro Person
e; | Primie|Leistungen| Total

z(33) | —9'375 —9/375
z(3%) | -9/323(279 —9'044
VAS) 306(49'415| 49721

Bewertung im Alter 53 fiir eine Person:
Wir betrachten die #—te Zeile des Valuationsportfolio A und dividieren sie durch /s3.
Valuationsschema A:

Zahlungen
im Alter

Primien Todesfallleistung |Erlebensfallleistung

53 |afre(53)23)
t>53 | fal(e)Z0 | 9Ll (- 1) 20| fealtr (e —1)20
Zahlungen im Alter ¢:
Priamien: P (53,1)al"e (1) Z1)
Todesfallleistung:  p..(53,¢ — 1) put(t — 1) al¥ (t — 1) Z®)

Erlebensfallleistung: p..(53,7)al (r — 1)z

Valuationsschema B:
e ‘ Anzahl der Einheiten A,

20| po(53,0) a8 (1) & o (53,0 — 1) pus (¢ — 1) @051 — 1)
+Pui(53,1) a5 (1 — 1)

Mit der Abbildung ¢ in (4.1) kénnen wir dies kompakt schreiben:

(gs0) = tz [P (53,0) a7 () + pon(53,1 = 1) pusle = 1)l (1 1)
+pae(53,1) a2 (1 = 1)] 2

= Z P (53,6 —1) {p**(l‘)afre( )+p*,(t— 1) sz( 1)
+p**() alost (1 — 1))z
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Schritt 3: Bewertung in Geld (CHF)

Zahlungen| V53|50 mit Zins-|Vs3)50 mit Zins-|  DKs3
im Alter struktur 2000| struktur 2002

53 —9'375.21 —9/375.21|-9/375.21
54 —8658.02 —8/800.73|—8/822.93
55 45'554.69 46'960.40| 47'324.85
Total 27'521.46 28'784.46| 29'126.71

Bewertung im Alter 1=54
Bewertung im Alter 54 fiir /5, Personen:

Valuationsschema A:

Zahlungen im Alter| Priamien ‘Todesfallleistung‘Erlebensfallleistung

54 —ls4-T1-Z0%
55 dsy-C-Z5) Iss-C-Z0%)

Valuationsschema B:
Einheit
€t

Anzahl Einheiten fiir /54 Personen
Primie ‘ Leistungen Total

Z65Y | —lsy - 11 —Is4-T1
A ds4-Cllss-Cllss-C+dsy - C

Einheit
€t

Anzahl Einheiten pro Person
Primie ‘ Leistungen ‘ Total

704 | —9/375 —9'375
Z(5%) 308(49'692| 50/000

Bewertung im Alter 54 fiir eine Person:
Wir betrachten die #—te Zeile des Valuationsportfolio A und dividieren sie durch /s4.

Valuationsschema A:

Zahlungen
im Alter

Primien Todesfallleistung |Erlebensfallleistung

54 |abre(54)20%

t>54 | fal(n)Z0 |9t (- 1) 20| fealer (e —1)20

Zahlungen im Alter 7:
Primien: P (54,1)al7e (1) Z1)
Todesfallleistung:  p..(54,¢ — 1) pui(t — 1) al% (t — 1) Z0)

Erlebensfallleistung: p..(54,1)at?" (t — 1) 21
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Valuationsschema B:

e ‘ Anzahl der Einheiten A,

2| pas(54,0) al® (1) + pas (54,1 = 1) pui(r — 1) a9 (1 —
+p**(54 l‘) Post(t 1)

1

Mit der Abbildung ¢ in (4.1) konnen wir dies kompakt schreiben:

(p(gSO) Z [ **(54 l‘) Pre( )—|—p**(547t_ )p*T(t_l) Post( ])

[7

+pas(54,0) a2 (t —1)] 0

gp**(54t—l)[ **(l‘) Pr@()_,’_p*'(t_l) Post( 1)
+p**() P(m(t 1)} Z<t)

Schritt 3: Bewertung in Geld (CHF)

Zahlungen|Vsy 5o mit Zins-|Vsy 5o mit Zins-| DKy
im Alter | struktur 2000| struktur 2002
54 —9'375.21 —9'375.21|-9'375.21
55 47'850.24 48/526.93| 48'780.49
Total 38/475.03 39'151.72| 39'405.28

Bewertung im Alter =55

Unser Valuationsschemen im Alter 55 sind leer, dafiir werden 50’000 CHF ausbezahlt.

Deckungskapital und Wert des VaPo fiir alle Alter

Wir stellen die Resultate dieses Kapitels in einer Tabelle zusammen:

t DK;  |Vjj50 mit Zins- |V, 5o mit Zins-

struktur 2000| struktur 2002
50 0 —2/325.45 —11.67
51| 9440.61 7'146.74 9'281.30
52(19'144.35 17'076.73 18/842.83
53129'126.71 27'521.46 28'784.46
54|39'405.28 38'475.03 39'151.72
55/50'000.00 50'000.00 50'000.00

Bemerkung: Das Deckungskapital ist stets grosser oder gleich dem Wert des VaPo. Denn der technische Zinssatz
ist kleiner als die Forward Short Rate, mit Ausnahme der ersten drei Werte der Zinsstruktur 2002. Deshalb ist die
Differenz mit Zins 2002 nur sehr klein. o
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Kapitel 5

Arten von Lebensversicherungen

5.1 Kapitalversicherungen

Im folgenden wollen wir gleichzeitig die traditionelle, sowie auch die marktnahe Bewertung von Versicherungs-
produkten betrachen. Hierzu bezeichnen wir mit Z(*) den Zero Coupon Bond mit Maturitiit 7. Zur Vereinfachung
bezeichnen wir mit 7, den Preis von Z(*), anstatt die Bezeichnung (Z*)) = P(r,1,k) usw. zu beniitzen.

Eine Kapitalversicherung ist dadurch charakterisiert, dass die Versicherung iiblicherweise nur eine Zahlung leisten
muss. In diesem Kapitel werden die 3 Grundtypen von solchen Kapitalversicherungen betrachtet:

Todesfallversicherung: Beim Tode der versicherten Person wird eine Kapitalleistung fillig.
Erlebensfall: Beim Erleben eines gewissen Alters wird ein Kapital faillig.

Gemischte Versicherung: Mischung der beiden obigen Typen: Es wird beim Tod oder beim Erleben eines ge-
wissen Alters ein Kapital fillig.

In diesem Kapitel werden vorerst einmal die Kosten weggelassen, d.h. man betrachtet alles einmal ,,Netto“. Die
Leistung die der Versicherungsnehmer auf Beginn der Versicherung zahlt, nennt man (Netto)Einmalprimie. Wie
gross muss diese Zahlung sein?

Der Barwert des auszubezahlenden Kapitals bezeichnen wir hier mit Z. Dieser Barwert hingt nun je nach Ver-
sicherungstyp davon ab, wann jemand stirbt, resp. ob er ein bestimmtes Erlebensfalldatum erreicht und ist somit
eine Zufallsvariable. Das Grundprinzip soll nun sein, dass die Leistung des Versicherten gleich gross wie die des
Versicherers sein soll. Dies kann natiirlich nicht fiir jeden einzelnen Versicherungstrakt gelten, sondern fiir die
gesamte Versicherungsgemeinschaft. Das heisst also, dass der Erwartungswert des Barwertes, E[Z], (das, was die
Versicherung im Schnitt an einen Versicherungsnehmer ausbezahlen muss) gleich der Einmalprémie sein soll.

5.1.1 Kommutationszahlen

Da der Barwert E [Z] einerseits von der Sterblichkeit, andererseits vom Zins abhingt, ist es niitzlich folgende Hilfs-
grossen zu definieren, die die Formeln fiir die Barwerte wesentlich vereinfachen. Frither hatte man all diese Grossen
auch tabelliert, damit man die Barwerte so schnell berechnen konnte, heute ist das eigentlich nicht mehr notwendig,
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da der Computer diese Arbeit macht. Zuerst nun die sogenannten diskontierten Zahlen der Lebenden:

D, := Vv,

Ny ==Y D;
j=x

Sx = ZN]'.
Jj=x

Weiter die diskontierten Zahlen der Toten

G = vd,

M, =Y C;
j=x

R, =) M,
j=x

Dabei gelten folgende Beziehungen:

Cx = Vx+1(lx*lx+1) = VDX*D)H,]
Y oDj—Dj;1)=...=D;—dN,
Jj=x

Ry = ...=Ny—dS;

=
I

5.1.2 Todesfallversicherungen

Man geht davon aus, dass ein Tod immer am Ende des Jahres eintritt. Einmaleinlagen (=Erwartete Barwerte) von
Todesfallversicherungen werden allgemein mit A, bezeichnet, wobei x das Alter des Versicherungsnehmers bei
Versicherungsabschluss bezeichnet.

Lebensléingliche Todesfallversicherung

Beim Tod wird eine Zahlung vom Betrag 1 fillig. Dann ist
Z = vkt (.1

wobei K = 0,1,2,.... sein kann. (Vergleiche Definition 3.8). Im Falle einer marktnahen Bewertung lautet Z wie
folgt:
Z = m(ZK+), (5.2)

Beispiel: x = 50, Tod mit 77 Jahren und 9 Monaten. Also ist K = 27 Jahre. Bei einer Versicherungsleistung
von CHF 100'000.— und einem Zinssatz von 4% ergibt sich ein Barwert von Z(®) = (14 0.04)~28 . 100’000 =
33347.74 o

Z nimmt also die Werte v, v?, v3,... an und P[Z = *1] = P[K = k| = ; pxqxx- Somit ist also

oo

Ac=E[Z] =B = Y V*pgen (5.3)
k=0

beziehungsweise fiir die marktnahe Bewertung:

oo

Av=E[Z)=E [n(Z"*)| = ¥ 2(ZW)ipiai (54
k=0
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Lebenslangl. Todesfallversicherung
1 T T T T T
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Einmaleinlage
o o
(=2} ~
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0.4

0.3

0.2 I I I I I
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Alter

Abbildung 5.1: Einmaleinlage fiir eine lebensléngliche Todesfallversicherung.

Setzt man fiir die Wahrscheinlichkeiten in (5.3) nun Schitzungen ein geméss Formeln (3.7) und (3.6), dann erhilt
man

=)

A — ka+llxikdx+k
. =

k=0 Iy lx+k
> VL 1 & 1 & M

=)y — 2 Vg = —Y == (5.5)
= vl vxzxkgo o ka;) T D,

Die Varianz von Z ist

Var[Z] = E [2*] —E[2)?

und E [Zz} =Yro VD PIK =k =E {VZ(K“)] . Man kann die Varianz also dadurch berechnen, dass man A,

(mit v ~» v?) berechnet.

Var [Z] = A,(Diskont v*) — A, (Diskont v)?

Temporire Todesfallversicherung

Bis zum Ablauf der Versicherung nach n Jahren wird beim Tod eine Todesfallsumme fillig. Die Bezeichnung fiir
die Einmaleinlage ist AL;;. Der Barwert der Zahlung ist

(5.6)

{VK+1, falls K =0,...,n—1
Z:
0, sonst
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Verschiedene Todesfallversicherungen
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Abbildung 5.2: Einmaleinlage fiir temporire Todesfallversicherung.

und somit ist

n—1
1 k+1
A = ZV kPxGx+k
k=0

_ "il VRN dk 57

= v L Lk
1 1 1

= — Y v"a,=—Y Cor=—M-M
Vi = x+k D, = x+k Dx( X X+n)

Bei der marktnahen Bewertung gelten entsprechend:

(K+1) — _
Z:{n(z ), fallsK=0,....n—1 5.8)
0, sonst
und somit ist
n—1
A;]c:m = Z ”(Z(H]))kpx%% (5.9
k=0

Aus der obigen Darstellung wird ersichtlich, dass die Ubersetzung von der traditionellen Versicherungsmathe-
matik in die marktnahe Bewertung darin besteht, dass v* ersetzt wird durch den Preis des entsprechenden Zero
Coupon Bonds mit einer Maturitit in k Jahren, also durch n(Z(k“)). Da dieses Prinzip Giiltigkeit hat, verzichten
im Folgenden darauf die entsprechenden Formeln zu duplizieren.

In (5.7) wurden die Wahrscheinlichkeiten wiederum via I, und d, geschitzt.

Die Varianz der temporiren Todesfallversicherung berechnet sich analog zur lebenslinglichen Todesfallversiche-
rung:
Var|[Z] = E[Z%] —E[Z]* =E[Z?] — (AL;)?

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



5.1 Kapitalversicherungen 49

wobei

72 e 20K+ — 2K+ - falls K =0,...,n—1
0, sonst

Um m Jahre aufgeschobende Todesfallversicherung

Bei dieser Versicherung wird die Todesfallversicherung erst in m Jahren ,,aktiv “. Die Einmalprimie wird mit ,,|A,
bezeichnet. Der Barwert betragt
Z—{O’ falls K =0,1,...m—1
VKR fallsK=m,m+1,...

und der Erwartungswert ist

E[Z] = Z Vk+lP K=k = Z kpx‘Ix+kV

k=m k=m

_ Z fr1 bk ik mZ k1 btk demik
lx lx+k k=0 lx lx+m+k

NG Z k+1 lx+m+k lx+m dx+m+k
k=0 lx+m lx lx+m+k
Dx+m Mx+m Mx+m

= meprx+m = D. D = D
X xX+m X

5.1.3 Reine Erlebensfallversicherung

Bei einer Erlebensfallversicherung der Dauer n wird die versicherte Summe fillig, falls der Versicherungsnehmer
am Ende der Versicherungsdauer noch am Leben ist. Die Einmaleinlage wird mit A | bezeichnet und der Barwert
der Zahlung betrigt
Z{O’ falls K =0,1,...,n—1
v, fallsK=n,n+1,...

Somit ist

A = Y. Z(k)PK =
k=0

= i VIPIK = k] =V'"PIK > n] =v"(1 = P[K < n]) =V"(1 — nqx) = V"uDx

k=n
— Vx+n lx+n — Dx+n
vl Dy

Die Varianz der reinen Erlebensfallversicherung kann man entweder direkt oder mit Hilfe einer Bernoullivariable
herleiten. Es gilt E [Z2] = 12", py (wie oben) und damit ist

Var[Z] = E[Z*] ~E[Z]* =V*"(upx — nPx")
= Vznnpx “nqx
5.1.4 Gemischte Versicherung

Dies ist die Kombination einer Todesfall- und einer Erlebensfallversicherung. Bei einer gemischten Versicherung
der Dauer n ist die versicherte Summe entweder zahlbar beim Tode des Versicherungsnehmers, falls dieser vor
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Ablauf der Versicherung stirbt, oder anderenfalls bei Ablauf der Versicherungsdauer. Die Bezeichnung fiir die
Einmaleinlage ist A,.;;. Der Barwert der Zahlung betrégt

K+1 — _
Z:{v , fallskK=0,1,...,n—1 (5.10)

v falls K =n,n+1,...

Falls wir mit Z; den Wert der temporiren Todesfallsumme und mit Z, den Wert des Zahlungsstroms der reinen
Erlebensfallversicherung, immer jeweils mit Dauer n, bezeichnen, so gilt

Z=721+7,
also
Acm = B[Z] =E[Z]|+E[Z] = ALy +A '
n—1
= Z vk+1kpx41x+k +V" Dy
k=0
1
= 17 (Mx - Mx+n + Dx+n)
X
Es gilt ebenfalls

Var[Z] = Var[Z, 4+ Z;] = Var [Z,] 4 Var[Z,] 4+ 2Cov [Z,,Z;]

Da Cov(Z1,2,] =E[Z12,] — E[Z|E[Zy] ist, und Z; - Z, = 0 ist Cov [Z1,Z5] = —E[Z1]E[Z2] = —Al.- A ;. Dies
wiederum bedeutet, dass

Var[Z] = Var[Z)]+ Var[Z,] —2-Al-A
< Var[Z;] + Var [Z,]

Dies kann man nun folgendermassen interpretieren: Das Risiko einer Person eine gemischte Versicherung zu ver-
kaufen ist kleiner als zwei einzelnen Personen die einzelnen Teilversicherungen (i.e. A;lc:m und A x:ml ).

5.1.5 Versicherungen zahlbar im Moment des Todes

Bisher wurde angenommen, dass sich die Todesfzlle am Ende des Jahres ereignen. Wenn man den realistischen Fall
betrachtet, bei dem Personen auf das ganze Jahr verteilt sterben, so muss man die Verzinsung und die Sterblichkeit
in kontinuierlicher Zeit behandeln.

Lebenslkingliche Todesfallversicherung

Die Einmaleinlage wird mit A, bezeichnet. Der Barwert betrigt Z = v . Somit ist

Ax:/O Vlsz.Uerzdf

Gerne wiirde man nun wissen, in welchem Zusammenhang A, und A, stehen, respektive welchen Fehler man
begeht, wenn man die Annahme macht, dass die Todesfille alle Ende Jahr stattfinden. Aus diesem Grund teilen
wir T wieder auf in den ganzzahligen Teil K und den Rest S. Weiter giltja 7T =K+ S= (K+1)— (1 —5). Geht
man davon aus, dass die Sterblichkeit nicht saisonabhingig ist und nimmt an, dass S gleichverteilt ist auf [0, 1],
dann gilt
1 .
E[(1+1)5] = /0 (1+i)du = =

und falls wir wie in Abschnitt 3.4 die 1. Moglichkeit in Betracht ziehen und voraussetzen, dass K und S unabhéngig
sind, dann erhalten wir .

_ _ i

A =E[E[(1+0)F] = 54

Beispiel: i =4%. Da 6 =In(1+1) gilt é ~ 1.0198. Der Fehler ist also ca. 2%. o
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Unterjihrig (k/m-tes Teiljahr) zahlbare Todesfallversicherung

Die Zahlungen sind jeweils am Ende des néchsten m-ten Teiljahres nach dem Eintreten des Todesfalles zu leisten.

Der Barwert ist also Z = vK*S(") und die Einmalpriimie betriigt wieder unter der Annahme der Unabhiingigkeit
von K und S(m)
A)(Cm) -E [VK+S(m)} —E [VK+1 'Vf(lfS(m))} —E [VK+1] E {(1 _|_l-)lfS(m)}
1-S(m) m—1 X k
E [(1 )1 =S ] = Y (1 +i)mP[(1—S(m)) = =]
m—1 :
1
— Y (14in—= %
= moj
und somit )
Alm —p ! (5.11)

Falls m — oo folgt A, = %Ax.

Gemischte Versicherungen

Bei der gemischten Versicherung kann man auf dhnliche Weise zu einem Resultat kommen. Die Modifikation der
Einmaleinlage findet jedoch nur auf dem Teil der temporiren Todesfallversicherung statt.

i
SA;:W + A)c:ml
i

= Ax:m + ( Fy 1)A)lc:m

n Al 1
Axm = Apim+Apm =

5.1.6 Allgemeinere Typen von Lebensversicherungen

Es ist gut moglich, dass jemand, der eine Todesfallversicherung abschliesst, nicht einen fixen Betrag bei seinem
Tod ausbezahlt haben mochte, sondern je nach Policenjahr mehr oder weniger bekommen mochte. (Soll das Geld
zum Beispiel fiir die Ausbildung der Kinder eingesetzt werden, so braucht es jedes Jahr, das er iiberlebt, weniger
Geld, da die Kinder dem Ausbildungsende immer ndher kommen).

Man bezeichnet nun die Zahlung im Policenjahr j mit c; bei diskreter Zeit, resp. mit ¢(¢) bei stetiger Zeit. In

diskreter Zeit ist der Barwert

Z:chK+l

und das h-te Moment des Barwertes betrigt

E [Zh] = Z CZVh(kH)kpxCIx-s-k
k=0

Die Einmaleinlage l4sst sich berechnen aus einer Summe von aufgeschobenen Todesfallversicherungen
E[Z] = coAs + (c1 —co)1]Ax + (2 —c1)a2]Ax+ ...
Dies kann man sich an Graphik 5.1.6 gut konstruieren. Fiir die stetige Zeit gilt ganz analog
Z=c(T)!

und somit -
ElZ) = | 0 pattasds
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N
-
o —
o —
8_

Policenjahr

Abbildung 5.3: Allgemeine Todesfallversicherung.

5.1.7 Standardtypen von Todesfallversicherungen

Linear wachsende Todesfallsumme

T T T T
4 6 8 10

o
N

Policenjahr

Abbildung 5.4: Linear steigende Todesfallversicherung.

Lebenslkiinglich

(IA)X = Ax+1|Ax+2|Ax+3|Ax+~u

- Mx Mx+1 Mx+2
=5t o T

SIESRS
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Temporir Auch diese Versicherung lésst sich zusammensetzen, wie man aus Figur 5.1.7 erkennen kann.

1 _ 1 1 1 1
(IA)me - nAJﬁm _Ax:m _Ax:m e _AXZI—‘
_ Ry —Ryipn —nMyiy
Dy

Linear fallende Todesfallsumme

Die Einmalpriamie ldsst sich aufgrund analoger Ideen wie bei den linear steigenden Todesfallversicherungen be-
rechnen.

n—1

(DA))lc:m = Z (n— k)vk+1kpxCIx+k
k=0

1 1 1 1
= Ax:m+Ax;ﬂ+ : "+Ax:ﬂ+Ax:ﬂ
Mx_Mx+n+Mx_Mx+n—1 +“.+Mx_Mx+1
D, D, D,

1
= D. (Rerl —Rypnt1+ nMx)

X

T T T T T
0 2 4 6 8

Policenjahr

Abbildung 5.5: Linear fallende temporire Todesfallversicherung fiir die Dauer n=8.

5.1.8 Rekursionsformeln

Fiir eine beliebige Todesfallversicherung mit Todesfallleistung c; = 1 gilt wegen der Rekursion

kPx = Px " k—1Px+1

_ k+1
Ay = ZV kPxYqx+k
k=0

=

= Vqx + Z Vo D k1Pt Gk
k=1
Vqx+VPx Z W k—1Px+19x+k
k=1

k+1
Vqx +Vpx 2 Vo kPx+19x+k41
k=0

Vqx + VPxAxt1 (5.12)
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Das heisst also, dass die Einmaleinlage der Todesfallversicherung fiir das Alter x sich zusammensetzt aus der
diskontierten Zahlung im Todesfall plus der diskontierten Einmaleinlage fiir das Alter x4 1 im Erlebensfall. Die
Rekursionsformel (5.12) ldsst sich auch anders interpretieren, wenn man sie folgendermassen umschreibt

Ax:VAx+l+V(1_Ax+l)qx (5.13)

Der Betrag A, istim Todes- wie im Erlebensfall reserviert, zusitzlich wird noch der Betrag 1 — A, bereitgestellt
fiir den Todesfall. Fiir eine allgemeine Todesfallversicherung mit Todesfallleistung Cy lautet die Rekursion (5.12)
wie folgt

A?”g = Cx qu+vprf:i{é’{

beziehungsweise

A = AT + (G- AT ey
An dieser Stelle soll nochmals auf die marktnahe Bewertung eingegangen werden. Wie sehen die oben stehenden
Rekursionsformeln bei einer marktnahen Bewertung aus? Hierzu muss man sich vor Augen halten um was es sich
bei v handelt. Es handelt sich um den einjdhrigen Diskontierungsfaktor in der Zukunft. Nehmen wir an dass wir
uns heute zur Zeit ¢ befinden im Alter xg, und dass wir die Rekursion fiir das Alter x = x( + k beniitzen wollen. In
diesem Fall miissen wir fiir v den entsprechenden Foreward discount beniitzen, also:

_ P(t,t,k+1)
~ P(1,1,k)

Dies bedeutet, dass die Rekursion fiir die allgemeine Todesfallversicherung in Falle einer marktnahen Bewertung
wie folgt lautet:

P(t,t,k+1) P(t,t,k+1) m
Aallg -C . 1ty . L . A%lls
Yk x+k P(t,1,K) Gx+k T+ P(t,1.K) Px+kAy 4 j 11
beziehungsweise
1 P(t,t,k+1) P(t,t,k+1 i
ALY = ( ) ug ( )(Cx+k _A;iJr])q/H-k

MHETP(ttk) KL P(2e k)

5.2 Rentenversicherungen

5.2.1 Einfithrung

Im Gegensatz zu einer Kapitalversicherung, welche aus einer einzigen Zahlung besteht, finden bei einer Renten-
versicherung mehrere Zahlungen statt. Im Normalfall enden die Zahlungen der Renten mit dem Tod. Man spricht
auch hiufig von Leibrenten, da die Zahlungen abhingig sind vom Leben eines Menschen, im Gegensatz zu den
Zeitrenten, bei denen die Sterblichkeit eines Menschen keinen Einfluss hat. Man kann sich eine Rente auch als
eine Folge von Erlebensfallsummen vorstellen und die entsprechenden Resultate verwenden. Vereinbart man eine
Primienzahlung, so kann man diese als Rente mit umgekehrtem Vorzeichen verstehen. Der Versicherte zahlt der
Versicherung also eine Rente.

5.2.2 Elementare Rentenversicherung
Lebenslkiingliche Rente
Eine sofortbeginnende (1/1) vorschiissig zahlbare Rente bezahlt pro Jahr eine Rente der Hohe 1. Die Einmaleinlage

dieser Leibrente wird mit d, bezeichnet. (Nicht zu verwechseln mit den Zeitrenten d-). Die Zahlungen erfolgen zu
den Zeiten 0,1,2,...,K(®). Der Barwert betrigt somit

Y=1+v+v 4. +v5 =gy (5.14)
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Verschiedene Rentenversicherungen

25 T T T T T T T
— Sofort beginnend
= = Temporar
Aufgeschoben
o B
j=2)
<
c
£
<
IS
k=]
(i}
N i
\‘ ~ -
~.
\‘ S~ -
0 1 1 1 1 \ 1 L . 1 |
20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Alter

Abbildung 5.6: Einmaleinlage fiir eine Rentenversicherung.

und P[Y = dirq)] = P[K = k| = ¢ pxqx+k- Somit berechnet sich die notwendige Einmaleinlage durch

ax =E[Y] =Y drmppaderk (5.15)
k=0
Man kann Y auch wie folgt darstellen:
Y=Y Mgop (5.16)
k=0

und somit ist

=

> > l
iy = E[Y] = kaP[KZk] = kakpxz ZkaTJrk
k=0 k=0 =0

1 & 1 & N
_ == VD, = 5.17
Wi, k;) T D, k;() D, 17)

Der Unterschied zwischen den beiden Berechnungsarten besteht darin, dass man bei (5.15) die Rente als Gan-
zes, bei (5.17) als Summe von Erlebensfallkapitalien betrachtet. Als nichstes wird der Zusammenhang mit den
Todesfallsummen betrachtet.

Der Barwert der Rente betrigt ja
1 — VKL 1K+

Y=1 PR = =
A e P e 4 = p

Auf der rechten Seite steht eine abgeleitete Grosse einer Todesfallsumme. (Vergleiche mit (5.1) Z = vK*1). Also

iy = E[Y]:E{
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oder
1 =dd,+Ax (5.18)
Diese Gleichung ist vorallem zur Berechnung der Varianz von Y interessant
Var[Y] = Var [1 _Z] = iValr[Z]
d d?

Temporire Rentenversicherung

Eine sofort beginnende (1/1) vorschiissig zahlbare, fiir n Jahre temporire Rente berechtigt zum Bezug einer jahrli-
chen Rente bis zum Tode, maximal aber n Jahre. Die Einmaleinlage wird mit d,.;; bezeichnet. Der Barwert betrigt

v — {am falls K =0,1,...,n—1
d, sonst .

Und die Einmaleinlage betrigt dann
n—1

e = Z Gk PxYx+k + Gmin Px
k=0

Beziehungsweise
n—1 ZH:I Dk
Gy = Z kapx = %’H—
k=0 x
_ Nx _Nx+n
D,
Die Gleichung Y = % gilt auch hier, wobei Z die Zufallsvariable einer gemischten Versicherung bezeichnet
(vergleiche (5.10)). Somit gilt nun
1
Gy = E(] _Ax:m) (519)

respektive
1 =ddem~+Avm
Fiir die Varianz gilt wieder analog zur lebenslidnglichen Todesfallversicherung
1
EVar [Z]
Neben den vorschiissig bezahlbaren Altersrenten kann man auch unterjdhrige und nachschiissige Renten vereinba-
ren.

Var[Y] =

Lebensléinglich nachschiissige Leibrente

Die Einmaleinlage der lebenslinglich nachschiissigen Leibrente wird mit a, bezeichnet. Der Barwert betrigt ¥ =
vV K = ag). Vergleicht man dies mit (5.14), so stellt man fest, dass der Barwert der vorschiissigen Rente
gleich dem um 1 erhohten Barwert der nachschiissigen Rente ist und fiir die Einmaleinlage gilt somit

a, =d,—1

Es gelten also die folgenden Identitéiten:

k
ax = Viipy—1=
k=0

Auch hier gibt es einen Zusammenhang mit der entsprechenden Todesfallsumme. Gemass (1.16) gilt 1 = iay; + V"
somit gilt auch

1 = iag+ (1 4+i)yc*!
und wenn man den Erwartungswert davon nimmt, dann erhilt man

1 =iay+ (14+i)Ayx
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Aufgeschobene Leibrenten

Hier beginnt die Rente erst nach einer Aufschubszeit von m Jahren zu laufen. Die vorschiissig zahlbare, um m
Jahre aufgeschobene Leibrente wird mit ,, |d, bezeichnet. Der Barwert betrigt

[0, falls K=0,1,...,m—1
Tl v vttt 40K sonst

und die Einmaleinlage 14sst sich folgendermassen berechnen:
mldx = Y PIK =k]Y (K =k)
k=0

m k—m
=V Z kPxYx+kV
k=m

oo

k
=" Z k+mPxqx+m+kV
k=0

k
=" Z V' kPx+mmPxqx+m+k
k=0

o
= V mPxlx+m
Ein anderer Weg fiihrt auf die intuitive Formel
m ‘dx =dy — dx:W

Dies bedeutet, dass man den Barwert einer aufgeschobenen Leibrente als Differenz einer sofort beginnenden Leib-
rente und einer temporiren Leibrente betrachten kann.

5.2.3 Unterjihrige Renten

Ewige Renten

1

Man betrachtet eine Rente bei der ein Betrag von ;. m-mal pro Jahr vorschiissig bezahlt wird zu den Zeitpunkten

(m)

0, %, e, ’”7’1 Die Bezeichnung fiir die Einmaleinlage sei d, . In Analogie zu Formel (5.18) gilt
1=dmam 4 oM (5.20)

oder anders ausgedriickt

L (m) L _ 1 (m)
dy = yIE) d(’">Ax (5.21)

wobei d™ der nominelle vorschiissige Zinssatz ist, vergleiche (1.13). Die Identitét (5.20) kann angesehen werden
als eine Schuld der Hohe 1 mit unterjahriger vorschiissiger Verzinsung und einer Endabzahlung vom Betrag 1 beim
Tod.

Zum Schluss soll noch der Zusammenhang zwischen c'i)(cm) und d, hergeleitet werden. Zu diesem Zweck ersetzt man

in Gleichung (5.21) gemiss (5.11) A,((m) durch Axl%), (damit hat man auch wieder die 1. Moglichkeit in Abschnitt

i(m

3.4 vorausgesetzt). Weiter ersetzt man A, durch 1 — dd, gemiss (5.18). Daraus folgt dann

L1
A = oy T g
I
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—i(m)

mit a(m) = W und B(m) = di<m>i<m)‘
m | o B
Beispiel: Fiir einen Zins von i = 5% ergibt sich 12 | 1.000197 0.46651 o

oo | 1.000198 0.50823

Bemerkung: In der Praxis wird oft & ~ 1 und 8 ~ ’”2;11 verwendet. Dies kann mit Hilfe der Taylorreihe um &

begriindet werden:

2
m-—1
a(m) = 1+ 12m26 +...
m—1 m*—1
= —+——96
Bm) 2m 6m? +

Aus diesen Betrachtungen wird deutlich, dass die Approximation fiir ein kleines & gut ist. Somit arbeitet man fiir
die Praxis mit
m ., m—1 Ny m—1

" = - — =T —

2m D, 2m

Temporiire Renten

Ein Rentenbeitrag vom Betrag % wird m-Mal pro Jahr ausbezahlt wihrend »n Jahren, also zu den Zeitpunkten
(m)

0, %, er, mT*l, e, ’”’in—’l Die Einmalpriamie wird mit d,.;;, bezeichnet und berechnet sich folgendermassen:
)= i
= a(m)de - B (m) (1 - nvan) (5.22)

In der Praxis macht man wieder eine Vereinfachung

(m . m— 1 ¥
d" = G — S (L=upe”) (5.23)
_ Ny =Nepn  m—1 (1- DH,,)
D, 2m D,
Temporire nachschiissige Renten
Hier wird zu den Zeitpunkten %, %, ..., o0 eine Rentenzahlung der Hohe % vorgenommen. Die Einmalprimie

wird mit ag’,’ﬂ) bezeichnet. aif',’ﬂ) ist fast dasselbe wie a)(c":ﬂ), nur, dass zur Zeit 0 keine Zahlung stattfindet, dafiir am

Ende der Versicherungsperiode. Somit gilt

. 1 1
ai'%) = a)(cnrlw) P %Vnnpx

.. 1 "
= a)(:%)—a(l V" px)

m—1

1
>l — W(l - nvan) (1 - nvan)

m
wobei die letzte Zeile aufgrund von (5.23) eine Approximation fiir die Praxis darstellt. Dies ergibt nun

N m+1
aif%), ~ (i — W(l — V")

Ny —Nxin . m+1 (1 _ Dx+n)
D, 2m D,
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5.2.4 Variable Renten

Die Zahlungen bei einer Rente miissen ja nicht unbedingt konstant sein, sondern konnen z.B die Werte rg,ry,r2, ...
zu den Zeiten k =0, 1,2,... betragen. Der Barwert betrigt dann

Y=Y VK >k}
k=0

und der Erwartungswert ist dann

E[Y]= Z VEr kD
k=0

5.2.5 Standardtypen von Renten
Garantierte Renten

Die Rente ist fiir g Jahre garantiert. Der Barwert besteht aus einem garantierten Teil plus dem Barwert einer
aufgeschobenen Leibrente. Also
v8—1 N, x+g
ElY] = i .
[¥] = g+ dx v—1 D,

Linear wachsende Rente

Steigende Altersrente
140 T T

T T
= Linear wachsend 5% p.a.
= = Konstant

120

100

80

60

Einmaleinlage

40

20

Abbildung 5.7: Linear wachsende sofort beginnende Altersrenten.

Die Rentenzahlungen wachsen linear. Die Bezeichnung fiir diese Rentenart ist

(ld)y = dy+V1Pxliyr1 +V 2Pxlixia+ ..

_ &_FDXﬁLl Niti +Dx+2 Nii2 L
Dy Dxy1 Dx Dy

Pl B
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Unterjihrige steigende Rente

(1 d)fcm) = ];)kvakdiﬁ)k

- i PV (0 (m)éiy — B (m))
k=0

= a(m) Z kvakd,H—k - ﬁ(m) Z kvak
k=0 k=0

= a(m)(ld); — B (m)dy

In der Praxis wird aber wieder eine Vereinfachung vorgenommen

m—1
(a)" = (la), — =i
_ Sy m- 1N
D, 2m D,

Stetig linear wachsende Renten

Die stetige Rente kann wiederum als Grenzfall der unterjdhrigen Rente angesehen werden, d.h. (Ic'i)fcm) wenn
m — 0. Die Bezeichnung fiir den erwarteten Barwert ist (/a), und ldsst sich berechnen als

(1), = /0 [t 1]V pedt
= 0(o0)(1d)x — P(o°)dix
wobei [t 4 1] den ganzzahligen Teil von ¢ + 1 bezeichnet.

Wenn die Rente nun auch noch stetig ansteigt, also nicht stufenweise jedes Jahr, dann bezeichnet man den erwar-
teten Barwert mit (1a), und erhélt fiir den Barwert

T _ = _TT
Y:/ rv’dt:(ld)ﬂ:%
0

und somit ist

Exponentiell wachsende Renten

Sei r; = (1 + a)*. Um den erwarteten Barwert zu berechnen, schreibt man den Barwert so um, dass sich eine ewige
Leibrente ergibt, mit dem Diskont HT“ statt v. Konkret heisst das

Y = Z Vkrk]I{sz}
k=0

und der Barwert betragt

k=0
> 1+a
= Z( r )kkpx
k=0
N 1+o
= dy( )
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5.2.6 Rekursionsformeln

Einfacher Fall

(=]

. k

ax = Z V' kPx
k=0

=1+ Z Ve py
k=1

oo

1+v Y VK1 paeprrt
k=0

= 14vpy Z vkkpr
k=0

= 1 +vpudix (5.24)

Allgemeiner Fall

Falls ungleiche Rentenzahlungen r, im Alter x ausgemacht sind. Dabei gilt analog zu (5.24)

.allg.

Lallg.
dy & :rervpxax+1

Diese Rekursionsformeln sind niitzlich bei der Berechnung von Einmalpriamien. Sie gelten auch in allgemeineren
Modellen. Im stetigen Fall werden sie durch Differentialgleichungen ersetzt.

An dieser Stelle soll nochmals auf die marktnahe Bewertung eingegangen werden. Wie sehen die oben stehenden
Rekursionsformeln bei einer marktnahen Bewertung aus? Hierzu muss man sich vor Augen halten um was es sich
bei v handelt. Es handelt sich um den einjahrigen Diskontierungsfaktor in der Zukunft. Nehmen wir an dass wir
uns heute zur Zeit ¢ befinden im Alter x(, und dass wir die Rekursion fiir das Alter x = x¢ + k beniitzen wollen. In
diesem Fall miissen wir fiir v den entsprechenden Foreward discount beniitzen, also:

B P(t,t,k+1)
' P(t,t,k)

Dies bedeutet, dass die Rekursion fiir die allgemeine Todesfallversicherung in Falle einer marktnahen Bewertung
wie folgt lautet:

Lallg. P(t,t,k+1) Jallg.
Ak =Ttk pr+kax+k+l

5.2.7 Renten, welche nicht bei ganzzahligen Altern beginnen

In den Sterbetafeln gibt man jeweils die Sterbewahrscheinlichkeiten fiir ganzzahlige Alter x an und berechnet
Barwerte und Einmaleinlagen dann auch immer fiir ganzzahlige Alter. Dies fiihrt natiirlich zu einem kleinen Fehler.
Will man nun einmal den Barwert von dy, berechnen, wobei x wiederum ganzzahlig ist und u € [0, 1], dann kann
man die Gleichheit (3.4) benutzen

uPx " kPx+u = k+uPx = kPx *uPx+k

Wihlt man zur Interpolation der unterjdhrigen Sterblichkeit wieder die 1. Variante in Abschnitt 3.4, (d.h. ,gq, =
u-qy) dann gilt
(1 —=u-qx) - kPxyu = kPx(1 — 10~ Grsic)
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und somit erhilt man durch Multiplizieren mit v* und Addieren iiber alle Werte von k
(1 —u-qy) - Gyry = dy —u(l+0)A,

Wegen (5.18) folgt

1 .
by = m(dx—u(l—i—l)Ax)
1 . .
= m(o’ix—u(l—kz)(l—dax))
(I +ui)dy —u(1+1i)
B l_u%c

(I1—w)d, u(l+i)
= +
1 —uq. I —ugy

(dx—1)
Wegen der Rekursion (5.24) gilt dann

1-— 1—
¢, ua),
1 —uqx 1 —ugy

iy =

Das bedeutet, dass der Barwert durch lineare Interpolation berechnet werden kann. In der Praxis ist folgende
Approximation gebrauchlich

Gytu = (1 - u)dx+udx+1

Diese Approximation ist gut, falls g, klein ist. Analog kann man auch fiir unterjdhrige Zahlungen und stetige Alter
eine Approximation machen:

Jmy d=u )y u(l—=qx) ()
xXxtu = 1—quax + 1— ugs i

In der Praxis werden unterjahrige Barwerte oft mittels linearer Interpolation berechnet. Die gefundene Interpola-
tionsformel hat natiirlich auch Giiltigkeit fiir Todesfallversicherungen, da diese via (5.18) miteinander verbunden
sind.
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Kapitel 6

Nettopramien

6.1 Einfiihrung

Nachdem wir den Wert der Verpflichtungen der Versicherungsgesellschaft gesehen haben, miissen wir uns nun
fragen, wie diese Versicherungen finanziert werden. Im Vordergrund stehen die folgenden drei Arten

* Finanzierung mit Einmaleinlage.
* Finanzierung mit Primien von konstanter Hohe.

¢ Finanzierung mit Primien variabler Hohe.

Normalerweise werden die Priamien in einer definierten Form und vorschiissig bezahlt.

Um die Primien berechnen zu konnen, verwendet man iiblicherweise das Aquivalenzprinzip, welches besagt,
dass der Barwert der Pramien dem Barwert der Verpflichtungen entsprechen miisse.

Definiert man die Einmaleinlage als den Barwert der Verpflichtungen, so ist das obige Prinzip erfiillt.

Man kann das Aquivalenzprinzip auch dadurch definieren, dass der Verlust L im Erwartungswert O ist. Man spricht
von einer Nettopréimie, falls

E[L]=0

6.2 Ein Beispiel

Wir betrachten eine temporire Todesfallversicherung mit x = 40 und n = 10. Die versicherte Summe betrage C
und sei am Ende des Todesjahres fillig. Die jahrliche Pramie entspreche IT.

Der Verlust L (fiir den Versicherer) kann nun wie folgt berechnet werden:

| [ OFY Mgy, fallsK=0,...,9
| gy, sonst

Wir berechnen zuerst die jdhrliche Nettoprimie. Um nun den Erwartungswert von L berechnen zu kénnen, miissen
wir in einem ersten Schritt die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten berechnen:

PIL =V — M-l = PK = k] = tpaogaok
P[LZ —Ham] = P[KZ ]0] = 10P40
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und wir erhalten durch E [L] = 0 die folgende Identitit:

1 .
C .A40:W — Ha40:m = O

oder

Al Leistungsbarwert
IT= 40100 g -Leistung
{40,701 Pramienbarwert

Um das Beispiel gut rechnen zu kénnen gehen wir vom Sterbegesetz von de Moivre in Abschnitt 3 aus mit a = 100
und i = 4%. Man erhilt dann

1
Ao = gg W+ +. V1) = am = 0.1352

60

Weiter ist A, 1= = 351 = 0.5630. Und somit ist A40j AL g+ Ay s = 0.6981 und éiy 1 =+ 010 — 7.848
Somit betragt die Jahrllche Nettopramie IT=0.0172-C

Das obige Primienprinzip heisst Erwartungswertprinzip. Die Frage ist, ob dieses Prinzip gerechtfertigt ist. Nie-
mand kann vom Versicherer verlangen, dass er seine Leistungen gegen Nettopramien erbringt. Ein fiir das Risiko
angemessener Sicherheitszuschlag ist notig. Im folgenden wird eine Moglichkeit aufgezeigt, wie man Priamien
bestimmen kann, die dem Risiko Rechnung tragen.

Die Primien sollen anhand einer Nutzenfunktion u(-) bestimmt werden. Solche Nutzenfunktionen kénnen von
verschiedenen Orten stammen:

* Fehlende Kapazitit
* Economy of scale

* Nicht lineare Steuern
Eine Nutzenfunktion (engl: utility-function) besitzt die folgenden Eigenschaften:

« sie ist wachsend, d.h. «/ > 0

« sie ist konkav, d.h. #”’ < 0

Ein Beispiel einer solchen Funktion wire u(x) = & (1—e~%"), wobei a > 0 die Risikoaversion der Versicherungs-
gesellschaft misst.

Das Pramienprinzip (Exponentialprinzip) heisst nun
Efu(-L)] = u(0)

d.h. die Priamien sollen beziiglich des Nutzens gerecht sein. Man erhidlt somit E [eaL] = 1 und somit auch
kD40940+k = &, 10040 = % und das Pramienprinzip fiir obiges Beispiel bedeutet

1 9 k1 .. 5 ..
7 Z e(x'C'V —ocHam 4 gefanam =1

Fiir o = 1079 ergibt sich nun folgendes Bild:

C jahrliche IT | Pramie in Prozent der Nettopriamie
100’000 1790 104%
500’000 10’600 123%
1°000°000 26’400 153%

5°000°000 | 17073600 1248 %
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Bemerkungen: Offensichtlich ist die Prdmie nun nicht mehr wie im Falle der Nettopramie proportional zum
versicherten Kapital, sondern steigt progressiv mit C.

Der Zuschlag, welcher bei 100’000 bescheiden ausfillt, steigert sich auf satte 1100% bei einer Versicherungssum-
me von 5 Millionen. An dieser Stelle braucht es eine Riickversicherung. Nach diesem Exkurs in die Risikotheorie
wollen wir wieder zum Erwartungswertprinzip zuriickkehren. o

6.3 Elementare Formen der Versicherung

6.3.1 Lebenslkingliche und temporire Todesfallversicherungen
Lebensléingliche Todesfallversicherung

Das Vorgehen beruht nun immer auf demselben Prinzip. Zuerst muss die Verlustfunktion berechnet, dann der
erwartete Verlust gleich Null gesetzt werden. Die Prdmie wird mit P, bezeichnet. Der Verlust betrigt

_ K+l ,
L=v — Py dg

Nimmt man auf beiden Seiten den Erwartungwert, so ergibt sich

Ay = P, -dy
und die Priamie berechnet sich als
A
P x = 7x
ax

Aus (5.5) und (5.17) ergibt sich sofort P, = %‘ Wenn wir die Primien als Differenz zweier ewiger Renten (eine
Start bei 0 und einer Start bei K + 1) betrachten, erhalten wir

P, P
L=(1+2pk 2

d d
und so konnen wir nun die Varianz des Verlustes berechnen:

Var[L] = (1+ %)zVar [V

(Bei Versicherungen gegen die Einmaleinlage betridgt Var[L] = Var [vK+1] ). Dies bedeutet, dass das Pramienge-
schift ein grosseres Risiko birgt, als der Verkauf von Einmaleinlagen.

Temporire Todesfallversicherungen der Dauer n

Die Bezeichnung fiir die Primie sei P\, Der Verlust betrigt dann

I VA — P,  fallsK=0,...,n—1
— P! dim, falls K > n

beziehungsweise L = — P dm+ (1 + le:mdm)vKH]I{K@}. Daraus ergibt sich
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6.3.2 Reine Erlebensfallversicherung und gemischte Versicherung
Erlebensfall

Die Primie wird mit P,;! bezeichnet. Der Verlust betrigt

L= Pl fallsK=0,...,n—1
v _Px:mldm, falls K > n

und wir erhalten |
P 1 _ Ax:ﬁ! _ D x+n
xnl T . - N. N.
Ax:ml x — Nx+4n

Gemischte Versicherung

Die Primie wird mit Py.;; bezeichnet und berechnet sich aus

A)lc:m + Ax:ml _ Axim _ M, — Mx+n +Dyyn

P Xl —
Ax:m Ax:ml Ax:al Ny —Nyiy

6.4 Unterjihrige Primienzahlung

Analog zu den bisherigen Bezeichnungen bedeutet der Ubergang von P ~ P der Ubergang von jihrlichen
Priamienzahlungen zu unterjihrigen Primienzahlungen. Man kann die analogen Rechnungen durchfiihren wie bei
den Renten und erhilt z.B. P

(m) X1
P=——""— 6.1)
o ﬁ - ﬁ (m)P xl:m

Um dies zu sehen benutzt man die beiden folgenden Gleichungen
Axin = Pem - dem
..(m)

d
Ay = Wax:m -B (m)Aylc:m

Die zweite Gleichung kommt mit Hilfe der Gleichung (5.22) und (5.19) zustande:

Sy di i B \
Apm = (m)j(m) Ayx:m 20 j(m) (1 nPxV )
RN ) B Wy I P
dm)j(m) X g(m) g dm d ' gm
d
= Waxm ﬁ(m)A)'Cm

Formt man (6.1) etwas um, indem man Gleichung 1.17 verwendet, so erhilt man
Px:ﬁ! = a%n)Px(r%) - ﬂ(m)Px(:r:—[)le:m

Weil i > i<m), wird daraus ersichtlich, dass
Px:m < Px(’%)

Fiir die anderen Typen gelten die folgenden Formeln, welche hier nicht hergeleitet werden:

P, = ..(m) .P/ém) . ﬁ(m)P)gm)Px

“n
.. 1 1
le:m = a%n>Px:m ) _ ﬁ (m)Px:m (m)Px]:m
o (m) (m)
Px:ml = a%n)Px:ml _ﬁ(m)Px:ml lezm
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6.5 Allgemeine Lebensversicherung

Fiir eine allgemeine Lebensversicherung mit Pramien Iy, I1;,...,IIx und Todesfallleistung C;,C>, ... berechnet
sich der totale Verlust durch

K
L=CxpV* T =Y Tt
k=0

Somit gilt fiir die faire Primie

-1 k
Y GtV pageri = Y, ¥y
k=0 k=0

Mit dieser Formel konnen alle allgemeinen Lebensversicherungen berechnet werden.

6.6 Lebensversicherungen mit Riickgewihr

Bei den Lebensversicherungen mit Riickgewéhr handelt es sich um Produkte, bei welchen die Todesfallleistung
von den bezahlten Primien abhiingt. Grundsitzlich finden solche Versicherungen Anwendung bei den Erlebens-
fallversicherungen und den Renten. Bei den Erlebensfallversicherungen, wie wir sie bisher kennen, sind ja alle
Pramien “verloren”, wenn man vor dem Erlebensfalldatum stirbt. Bei den Erlebensfallversicherungen mit Riick-
gewihr erhélt man (oder eher die Hinterbliebenen) im Todesfall die bis zu jenem Zeitpunkt einbezahlten Pramien
zuriick (mit/ohne) Zins.

Bei den Renten gibt es ebenfalls den obigen Typ vor dem Schlussalter oder aber die vollstindige Riickgewihr, bei
welcher nach Rentenzahlung die Riickgewihrsumme um die Rente vermindert wird.

Im folgenden wird nun die normale Riickgewéhr berechnet. Die Todesfallleistung zur Zeit ¢ betrigt ¢ - P,. Also gilt
Pyl = Py (IA);lc:m +Ax:ml

und somit ist
P. = Ax:m

Gy — (IA))lc:m
Das Vorgehen bei den anderen Typen der Riickgewihr ist sehr dhnlich. Das einzige Problem der vollstindigen

Riickgewihr liegt in der speziellen Form der Todesfallversicherung. Fiir den normalen Typ der Riickgewihr bei

Altersrenten gilt
4t
p — n|%x
X = ..
Axm — (IA))lc:m
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Kapitel 7

Nettodeckungskapital

7.1 Einleitung

Im letzten Kapitel wurden die Nettopramien so bestimmt, dass zum Zeitpunkt des Versicherungsabschlusses (im
Erwartungswert) eine Aquivalenz zwischen Primien und Leistungen besteht. Zu einem spiteren Zeitpunkt besteht
im allgemeinen keine Aquivalenz mehr zwischen den zukiinftigen Primien und Leistungen. Betrachten wir fiir den
Moment eine gemischte Versicherung gegen Einmaleinlage, welche z.B. CHF 10’000.— betriigt und bei welcher
im Schlussalter 100’000 fallig wiirden. Es stellt sich nun die Frage nach dem Wert dieser Versicherung in 2 Jahren.
Dieser Wert, das Deckungskapital, ist aus zwei Sichtweisen heraus interessant. Einerseits ist es wichtig, wenn
man die Versicherung zuriickkaufen will. Andererseits benotigt man diese Werte zur Reservierung. Das heisst, der
Gesetzgeber verlangt, dass die Versicherung durch Wertschriften sichergestellt ist.

Das Deckungskapital zur Zeit ¢ (der Zeitursprung liegt bei Versicherungsabschluss) wird iiblicherweise mit ,V
bezeichnet und berechnet sich als Erwartungswert des zukiinftigen Verlustes. Dies entspricht der Regel

Barwert(Leistungen des Versicherers)-Barwert(Leistungen des Versicherungsnehmers)

7.2 Zwei Beispiele

Es soll das Deckungskapital im k-ten Jahr einer gemischten Versicherung (Dauer n Jahre, Leistung 1, jahrliche
Pramien) berechnet werden.

Ve = Ay — Pom - Ay )
Natiirlich ist gV = 0, gemiiss dem Aquivalenzprinzip.
Beispiel: Gemischte Versicherung

Das Alter x sei 30 Jahre, die Laufzeit n Jahre und der Zinssatz sei i = 3.5%. Das Ergebnis ist in Abbildung 7.2
abgebildet. o

Beispiel: Reine Erlebensfallversicherung
Das Alter x sei wiederum 30 Jahre, die Laufzeit n Jahre und der Zinssatz sei i = 3.5%. Das Resultat ist in Abbildung
7.2 dargestellt. o
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Abbildung 7.1: Deckungskapital fiir eine gemischte Versicherung.
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Abbildung 7.2: Deckungskapital fiir eine Erlebensfallversicherung.
7.3 Rekursive Betrachtungen

Nachdem wir die beiden Beispiele betrachtet haben, konnen wir nun versuchen das Deckungskapital rekursiv zu
berechnen. Fiir eine allgemeine Versicherung gilt

_ 1 j
V=Y etV ipeiernrj — Y, T P
j=0 j=0

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen ;V und .,V herstellen. Dazu bemerken wir, dass

jPx+k = hPx+k " j—hPx+k+h
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Um einen funktionalen Zusammenhang zwischen V und .,V herzustellen ist es zweckmissig die Summe Y7
aufzuteilen in ZZ;(I) und }';7 ;. Somit erhélt man

h—1 h—1
j _ j+1 h
VoY W v ipe =Y, CiprtV ™ ook i j HapesiV" knV
~ 5 =0 —_—
A D
B c

Nachdem wir diese Formel gefunden haben, ist es sinnvoll, diese zu interpretieren. Das Deckungskapital zur Zeit
k erfiillt:

A + B=Deckungskapital zur Zeit k + fillige Pramien bis zum Zeitpunkt k + &

C + D= Todesfalldeckung in [k, k + h — 1[ + Deckungskapital zur Zeit k + h.
Dabei werden beide Seiten je mit der Wahrscheinlichkeit dies zu erreichen gewichtet.
Aus der obigen Rekursion iiber / Perioden kann durch # = 1 eine einfache Rekursion hergeleitet werden:
KV + 1 =v-Ceq1Gusic + VPxtk k1 V

Das bedeutet, dass man das Deckungskapital einerseits in positiver wie auch in negativer Richtung rekursiv berech-
nen kann. Diese Formeln sind auch zur Losung gewisser Fragestellungen interessant. Man kann die obige Formel
nidmlich auch noch umformen zu

WV AT =1V + (Cert k1 V) Gurk]

Daraus kann man sich folgende Grossen definieren:

o Iy =1 V-v—;V heisst Sparpriimie

* IT; = (Ciq1 —k+1 V)V - gryx heisst Risikoprimie

Daraus sieht man, dass
i1 )
V=Y (+im
k=0

In den Abbildungen 7.3 sind Spar- und Risikopramien fiir eine gemischte und eine Erlebensfallversicherung dar-
gestellt.

Aus dem obigen Beispiel wird deutlich, dass die Risikopramie sowohl positiv (Risiko fiir den Versicherer) wie
auch negativ sein kann. Die Rekursion fiir das Deckungskapital ldsst sich nun wie folgt reinterpretieren:

i +d 1V = (1V = V) +10;

7.4 Das Deckungskapital einer lebenslinglichen Todesfallversicherung

Betrachten wir die lebenslingliche Todesfallversicherung. Dort gilt
Ve = Axyre — Py gk

Da A,y = 1 —dii,yy gilt, folgt somit, dass ;V, = | — (P + d)diyx. Andererseits ist i = P, +d. Also gilt

Cxtk
Vi = 1— x+
Ay
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Abbildung 7.3: Spar- und Risikoprimien: Gemischte Abbildung 7.4: Spar- und Risikopriamien: Erlebensfall-
Versicherung. versicherung.

Nun kann man versuchen das Deckungskapital wie folgt zu berechnen
Ax+k — Ay

V p—
k 1—A,

indem man d, = %(1 —Ay)und dy i = %(1 —Ayuy) ersetzt. Da P diya g = Axry gilt nun
Py

Vo= (1— =2
gy ( Px+k

)Ax+k

und somit
V= (Px+k - PX)dXJrk

7.5 Das Deckungskapital fiir Teile eines Jahres

Nachdem wir das Deckungskapital fiir ganze Jahre berechnen konnen, soll es in diesem Abschnitt um die unter-
jdhrige Berechnung des Deckungskapitals gehen. Es soll ¢,V berechnet werden wobei k € N,u € [0, 1[. Analog
zu vorher gilt

ktuV = Vo' + (Crrt =t VIV i i
N—_——
Pro Rata Sparprimie Pro Rata Risikoprimie

Falls die unterjihrige Sterblichkeit geméss der 1. Moglichkeit in Abschnitt 3.4 modelliert wird, erhélt man

- :(I_M)Qx+k
N e

und somit gilt

17
iraV = (VAT (1 + i) + —— I (1 + i)
I —u-qpik

Analog kann man die folgende Formel zeigen:
1—u

1—u
(V +I) (L +0)" + {1 - } Vol
l_u'qurk

k+uv = 1
— Uqx+k

Das Deckungskapital ist also ein gewichtetes Mittel zwischen ;V und ;41 V. In der Praxis verwendet man héufig

kraV = (1 =)V + 1) + gV
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7.6 Zuordnung des Verlustes zu Policenjahren

Betrachten wir eine Todesfallversicherung und bezeichnen mit A; den Verlust des Versicherers im Jahre k + 1.
Dann gibt es 3 Moglichkeiten

0, falls K <k—1
Ak = Ck+1v— (kV +Hk)7 falls K =k
er1Vv—(V+1L), fallsK>k+1

Man kann den Verlust auch mit Hilfe der Spar- und Risikoprdmie berechnen. IT; +1I1;. Dann gilt

0, falls K <k—1
A= _le + (Ck+1 —k+1 V)V, falls K =k 7.1
—IT;, falls K > k+1

Der totale Verlust der Versicherers werde mit L bezeichnet:

L=Y Apf* (7.2)
k=0

Man kann nun folgenden Satz beweisen:
Satz 7.6.1: E[A;] =0 o

Beweis: Man kann zuerst zeigen, dass E[A;|K > k| = 0. Daraus folgt dann mit dem Satz des iterierten Erwartungs-
wertes und (7.1), dass

E[Ad = E[A¢|K > k] - P[K > K| +E[A¢|K < k]-P[K <K =0
Zum Beweis von E [A¢|K > k] = 0:
E[AK > k] = qui (=T + (Cep1 =41 VIV) + (1 = gups) (—TT)
= —IL + (Cir1 =141V )Vquk =0

I

&

Waihrend (7.2) allgemein gilt, ist fiir dieses Jahr wesentlich, dass der totale Verlust anhand der Nettodeckungskapi-
talien auf die einzelnen Versicherungsjahre aufgeteilt wird. Ein klassisches Resultat, das Theorem von Hattendorf,
besagt, dass

Theorem 7.6.2: Hattendorf

Cov [Ay,Aj] = O fiirk # j (7.3)
Var[L] = i vHVar [A4] (7.4)

k=0
<

Die zweite Formel zeigt, dass die Varianz des Verlustes auf die einzelnen Versicherungsjahre aufgeteilt werden
kann. Dies ist eine direkte Konsequenz aus (7.2) und der ersten Formel, welche insofern erstaunt, als die Zufalls-
variablen Ag, Ap, ... nicht unabhéngig sind.

Beweis: O.B.d.A. k<.
Cov[A,Aj] = E[Ax-Aj] —E[AJE[A)]
= E[Ac-AjIK = j]PK = ]
= —ILE[AjIK > j]P[K > j]
=0
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und unter Verwendung der Tatsache, dass I} = (Cy1 —x41 V)V grpk gilt
Var[A¢] = E [A7] —E[A?
= E[A{|K > k] - P[K > k|
= Var[Ay|K > k] P[K > k]
(@xr k(=TT + (Cest =11 VIV)> + (1 = i) (-T1;)) PIK > K]
= (Cst =1 V)"V Pai@riPK > K]
= (Cit1 —k+1 V)2V2k+lpx%c+k

Somit ist

Var[L] = Var

Z Vk/\k
k

= szkVar [Ax] + Z Wk Cov (A}, A
k J#k

2%42 2
VI (Crpt =k 1 V) k1 Pk
0

(=)
k=

In Analogie zum Deckungskapital kann man auch den zukiinftigen Verlust ,L definieren und

Var[,L] = Y v 2 (Crinit =it V) it Prshxrkin
k=0

7.7 Mutationen von Versicherungen

Im Prinzip kann man sagen, dass das Deckungskapital dem Versicherten ,,gehort”. Es kann somit bei einer Mu-
tation einer Versicherung als Einmaleinlage aufgefasst werden. Typisch ist zum Beispiel eine Umwandlung einer
Versicherung in eine primienfreie Versicherung. Nehmen wir als Beispiel eine lebenslidngliche Todesfallsumme
der Hohe 1 abgeschlossen im Alter x. Die Versicherung werde mit jahrlichen Pramien P, finanziert. Falls nun der
Versicherte zum Zeitpunkt k keine Lust oder keine Moglichkeit mehr hat weitere Pramien zu bezahlen, so kann
das Deckungskapital zum Beispiel als Einmaleinlage fiir eine Todesfallversicherung in reduzierter Hohe von

Va -1 Py

Ayt Py

eingesetzt werden. Ein spezieller Typ einer Versicherungsart, die unter dem Namen, universal life bekannt ist,
bietet dem Versicherten hochste Freiheit, indem der Versicherte zum Beipiel jedes Jahr wieder neu bestimmte
Parameter wihlen kann. Der Versicherte bestimmt (bis auf bestimmte Grenzen) dabei zwei der folgenden drei
Grossen:

e die nichste Pramie ITj,
¢ das im Todesfall versicherte Kapital Cg |

¢ der neue Wert des Deckungskapitals V.

7.8 Technischer Gewinn

In diesem Abschnitt steht anstelle des Verlustes der Gewinn einer Versicherung im Vordergrund. G; bezeichnet den
Gewinn zur Zeit ¢t (der Zeitursprung liegt bei Versicherungsabschluss). Somit ist

G o (kV+Hk)(1+i*)—Ck+1, falls K =k
ML) VAT (1+i%) =V, falls K > k+1

wobei i* den effektiven Marktzins bezeichnet.
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Methode 1: 1+ * = (i* —i) 4+ (1 +). Daraus folgt, dass
Gir1 =V +TL) (i — i) — Ae(149)

Man teilt den Gewinn also ein in einen Kapitalertraggewinn und einen Sterblichkeitsgewinn. o

Methode 2: Da man den Prozess der Versicherung wihrend des Policenjahres in einen Spar- und einen Risiko-
prozess aufteilen kann, macht es Sinn wie folgt vorzugehen:

Git1 = Gpyy +Grpy

wobei
G = (V +IR) (" —i)
und
G = {H]’;(1+i*)_(ck+l —11V) falls K =k
k+1 IT (1+) falls K > k+1

und wiederum
Gy = I (" — i) — Ax(1 +i)
o

Bemerkung: In der Praxis wird oft der Schaden mit den Risikoprdmien gemessen und verglichen und somit
die Methode 1 angewendet. Der gemischte Term (Zinsrechnung und Risikopriamie) wird oft dem Zinsgewinn
zugeordnet. o

7.9 Stetiges Modell

Bezeichnet man die Pramiendichte mit I1(7), dann berechnet sich das stetige Deckungskapital als
V(t) = /0 C(t+T)V° tPrtt Matr+cdT — /0 II(t + T)v' t prtedT
Auf die Spar- und Risikoprimie kommt man analog zur diskreten Zeit

¢ Sparprimie [T () = V'(¢r) — 6V (1)
* Risikopriamie IT"(r) = (C(t) = V(¢)) tats

Anstelle der Differenzengleichung tritt die Differenzialgleichung (Thiele) ein
() + 8V(r) = V(1) +  II'(r)
N~~~ —— N~ ——
Primie Zinsertrag Verdnderung des DK Risikopridmie
Die Gewinnzerlegung erfolgt ebenfalls analog zur diskreten Zeit:
G(t,t+dt) = G*(t,t +dt)+ G (¢, +dt)

wobei
G'(t,t+dt) = (8(r) — 8)V(t)dt
und
—(C(t)—=V()) fallst < T <t+dt
I (¢)dt falls T >t +dt

Zum Schluss das Theorem von Hattendorf in der stetigen Form:

G'(t,t+dt) = {

Theorem 7.9.1: Hattendorf, stetige Form

varlt] = [V () V() Pipabssad
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Kapitel 8

Mehrfache Ausscheideordnung

8.1 Das Modell

In diesem Kapitel wird in einem gewissen Sinne eine Erweiterung des Kapitels 3 vorgenommen. Bisher wurde je-
weils der Ubergang vom Zustand ,,LLeben‘ in den Zustand ,, Tod* betrachtet, da dieser Ubergang die Ausbezahlung
(z.B Todesfallvericherung) oder die Beendung einer Leistung (z.B Altersrente) auslost. Man kann nun aber noch
andere Zustinde (z.B. die Invaliditit), betrachten, die eine Anderung des Geldflusses bewirken.

Man kann dieses Problem ganz allgemein angehen, indem man nebst der Uberlebenszeit 7 im ,,normalen* Zustand
noch eine weitere Zufallsvariable J, den Ausscheidegrund, definiert.

Beispiele:
¢ In der Erwerbsunfihigkeitsversicherung ist der Urzustand ,,Aktiv* und die moglichen Ausscheideordnungen
sind ,,Invaliditit” oder ,, Tod“.
* QOder es wird unterschieden zwischen Tod aufgrund von ,,Unfall* oder ,,Krankheit*. o
Sei also _# die Menge der Ausscheidegriinde (zB. # = { Tod durch Unfall, Tod durch Krankheit}. J(®) ist die

Zufallsvariable, die Werte aus der Menge der Ausscheideursachen # annimmt. Mit g;(r) j=1,...,m wird die
Dichtefunktion beziiglich der gemeinsamen Verteilung von 7 und J bezeichnet.

gj(t)dt =Plt <T <t+dt,J = j]

und
g)=g1(t)+...+8m()
Wenn der Abgang zur Zeit ¢ erfolgt, dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von j gegeben ¢

_ &)

Neue Notation:
1qjx = P[T <t,J=]]
=P

1qjx+s = P[T <s+t,J=j|T >3]

Man kann diese letzte Wahrscheinlichkeit wie folgt berechnen:

= /”’ g;(2)dz
tqgjx+s : 1— G(S)

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



78 Mehrfache Ausscheideordnung

8.2 Ausscheidedichten

Zu einem Alter x kann man wieder analog zu Definition 3.5 eine Sterbedichte oder Hazardrate definieren:

l'L]’x'H 1— G(t) Px
Und daraus lésst sich die totale Ausscheidedichte berechnen als

Pott = Hitr oo e 8.1)

Es gilt auch
Pt <T <t+dt,J = j) = pcljrsdt

beziehungsweise

PY = j|T =1 = i+t
:ux-&-t

8.3 Vollstindig erlebte Jahre

In Kapitel 3.3 wurde die Uberlebenszeit in einen ganzzahligen Teil K und in einen Rest S unterteilt gemiiss Glei-
chungen (3.8) und (3.9). Dies um die Berechnungen der Policen einfacher zu machen. Hier verwendet man nun
das gleiche Prinzip:

Gjxk =P[T <k+1,J = jIT >k
und
Ax+k = QU x+k T -+ Qmx+k
Daraus ergibt sich

PIK =k,J = j] = kPxqjx+k

Um die unterjihrige Sterblichkeit zu modellieren gibt es wieder analoges Vorgehen zum Kapitel 3.4. Man geht
wiederum héufig davon aus, dass ,q; 1« linear istin u fiir 0 <u < 1, d.h.

uqjx+k = Uqjx+k
Aus dieser Gleichung folgt
gjlk+u) = u-kpeqjrik
ktuPx = kPx(1— U qxik)
und

U-qjx+k

Mjoxttu = 77—
— U Gxtk

Aus obiger Gleichung lésst sich insbesondere

Pl = jIK =k,§ =u) = L2tk
Gx+k

herleiten, da P[J = j|T = 1] = i

Mo+t
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Sterblichkeit: Unfall und Krankheit
T T T T T T T T

T
Il Krankheit
Il Unfall

T

0.016

0.014

T

T

0.012

o
o
S
@
T

0.006

T

T

0.004

0.002

T

0
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Alter

Abbildung 8.1: Einlagesitze fiir einjdhrige Todesfallversicherungen mit Ausscheideursachen Krankheit und Unfall.

8.4 Allgemeine Typen von Kapitalversicherungen

Bisher war im Todesfall C als Todesfallleistung versichert worden. Nun ist pro Ausscheideursache eine Todesfall-
summe C; ; versichert.

_ K+1
Z=Cjg+1v

wobei
J:Q —{1,...,m} die Ausscheideursache bezeichnet und K : Q — N den Ausscheidezeitpunki.

Die notwendige Einmaleinlage berechnet sich als Erwartungswert

k+1

E[Z] = Ve Cj kit 1kPxqj x+k

™=
[ agk

1k=0

J

Im Falle einer zum exakten Todeszeitpunkt zahlbaren Versicherung ist
Z=Cy(T)W"

Die notwendige Einmaleinlage berechnet sich nun nach

); /Omcj(t)v’gj(z)dt

EZ]

m 1)
) / Ci(t)V'  pxldjxredt
=170

Nachdem das diskrete und das stetige Modell definiert sind, kann man wiederum versuchen das eine in das andere
iiberzufiihren.
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VZ 2000: Ausscheiden durch Tod und Invaliditat

T
Il Tod
0.07 - I Invaliditat

0.06 -

0.05

0.02 -

0.01f

0
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Alter

Abbildung 8.2: Ausscheidewahrscheinlichkeiten aus dem Bestand der Aktiven fiir VZ 2000.

m oo
E[Z]Ste”g = Z/O Cj(t)vt,pxumﬂdt
=1

Z /0 Cj(t)v’gj’xﬂ dt

oo 1
= Z Z kpx/ upx+k“],x+k+uv Cj (k+u)d

: _ bjxtk
Nun gilt fj v rivu = 7255

Also ist Gleichung (8.2) gleich

und ypepx =1 —ugyig

1
VkaPxCIj,erk/O v“_le(k—i—u) du
0

—_—
=Gkt

s

>

j=1k

Fiir konkrete Fille ergibt C; 1 ~ C;(k+ %)(1 + i)% oft eine gute Approximation.
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8.5 Deckungskapital und Rekursion

Wir nehmen an, dass die vorgingig definierten Versicherungen mit Pramien Iy, I1;,... finanziert worden sind.
Dann ist das Deckungskapital definiert durch

m oo o
Ve = Z Z C.i.,k+h+1V1 hPx+kq jx+k+h — Z IV Dtk
i=1h=0 Pt

Aus dieser Formel kann man einfach die folgende Rekursion herleiten

m
WV +1I = 1V VPxrk + Cik1Vqj x+k
—_———— —1
j

Reserve fiir Zukunft —_—
Kosten fiir die einzelnen Deckungen

Nachdem die Rekursion fiir das Deckungskapital hergeleitet ist, kann man nun die technische Zerlegung durch-
fithren.

m
Vit =vep Vit Z (Ciar1 = x4 1Va)Vqjark
=1

Wir definieren die Sparprdmie als
I =vo 1 Vo — iV

und die Risikoprdmie fiir Ausscheideordnung j als
I = (Cjar1 —ir1Ve)V-qjik

Die totale Risikoprdmie ist definiert durch

r__ Jsr
;=) 1
J
Der Verlust des Versicherers kann in analoger Weise zu vorher definiert werden

K
L=Y I pCixevV¥T =Y Tt
jel k=0

Man kann den fotalen Verlust wiederum den einzelnen Policenjahren zuordnen indem man die folgende Gleichung

betrachtet: .
L=Y Apf*
k=0

wobei

0, falls K <k—1

Av =1 T4 (Crar1 —x1Va)y, fallsK =k

~I1Iz, falls K > k+1

Bemerkung: Das Theorem 7.6.2 von Hattendorff bleibt giiltig. o

Man kann den Verlust und die technische Analyse auch auf die verschiedenen Ausscheideordnungen anwenden.

m
Ac=Y Ajy
j=1

wobei
0, falls K <k—1
A 7Hi”r + (Cj,k+1 - k+1Vx)v, falls K =kund J = j
A I s i falls K > k+ 1

oder K =kund J # j
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Schliesslich ist es mit dieser Methode auch moglich das technische Ergebnis am Ende des Jahres zu berechnen.

G N (ka+Hk)(1 +i/) —Cj i1, falls K =k
ML (Ve +T) (1 +7) — Ve, falls K> k+1

wobei i’ der effektiv realisierte Zinssatz ist.

Bemerkung: Man kann dieselben Uberlegungen auch fiir das stetige Modell durchfiihren. o
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Kapitel 9

Versicherungen auf mehrere Leben

Wir betrachten m versicherte Personen mit Altern xi,...,x,,. Die zukiinftige Lebensdauer der k-ten Person werde
mit 7; bezeichnet. Ausgehend von diesen m Individuen werden wir einen Zustand u definieren und mit 7' («) die
zukiinftige Lebensdauer des Status u bezeichnen. Entsprechend bezeichnet ; p,, die Wahrscheinlichkeit, dass u zum
Zeitpunkt ¢ noch intakt ist. Man kann auch Renten betrachten. So bezeichnet etwa d, die Nettoeinmaleinlage fiir
Zahlungen von je 1, die zu den Zeitpunkten 0, 1,2, ... erfolgen, solange der Zustand u intakt ist. A, bezeichnet die
Nettoeinmaleinlage fiir eine Todesfallversicherung beim Verlassen des Zustandes u.

9.1 Der Zustand der verbundenen Leben

Der Zustand
U=X] X2 ... Xp

wird als intakt definiert, solange alle Komponenten am Leben sind, und erlischt mit dem ersten Tod:
T(u) =min{T|i=1,...,m}

(Im Englischen heisst dieser Zustand “joint life status”). Im folgenden wird angenommen, dass die Zufallsvariablen
unabhdngig sind.

Die entsprechende Sterbeintensitdt ergibt sich dann analog zu (3.5) aus:

d
Hyyt = _Eln(tpu)

m

d
,Eln(H,pxk)

k=1

d m

_Ekg’]ln(lpxk)

~ o
k=1

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



84 Versicherungen auf mehrere Leben

Dieses Ergebnis gleicht der Aussscheidedichte bei mehreren Ausscheidemdoglichkeiten in Formel (8.1). Es ist
jedoch anzumerken, dass (8.1) allgemein giiltig ist, wiahrend man bei (9.1) Unabhdngigkeit von T1,T,..., Ty,
voraussetzt.

Die Einmaleinlage fiir eine Versicherung auf den ersten Tod ldsst sich folgendermassen berechnen:

=

k=0

und die Einmaleinlage fiir die sogenannten Verbindungsrenten berechnet sich als

9.2 Vereinfachungen

Falls fiir alle Leben das Gompertz’sche Sterbegesetz angenommen wird, also
o4 = B
so ergibt sich eine erhebliche Vereinfachung. Wir definieren w so, dass
M4 ="

Dann gilt
Myt = Hywtr

und somit

Axl XXy T Aw

Axyxyiix, — Aw

Frither waren diese Vereinfachung wichtig, heute nicht mehr so, aber fiir Uberschlagsrechnungen immer noch
brauchbar.

9.3 Zustand des letzten Lebens

U: =X . X2:..... X
ist definitionsgemiss intakt, solange mindestens eine der m Personen lebt und erlischt mit dem letzten Tod
T(u) =max{Ti,..., Ty}
Um die Wahrscheinlichkeit fiir 7 (1) zu berechnen erinnern wir uns an die Formel
P[BiUBU...UB,] =81 =S+ 83 —...+(=1)""1s,
wobei
Sg= Y, P[BjNBj,...NB;]
J1#j2
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85

wobei sich die Summation iiber alle (}') Moglichkeiten erstreckt.

Wenn wir By, = {Ty, > 1} betrachten, erhalten wir
Dy = S — Sh+ S5 — .+ (1) s,
wobei

T __
Sk_ ] Z ) tpx]'IZiji...ZXjk
N #jp# - Fjm

Multipliziert man nun obige Gleichung mit v' und summiert iiber alle # dann erhélt man
dm=5‘f—5§+$‘§ -+ (_1)’"*153'1
wobei

i ..
Sk = Z ' axj-l Xjy b Xy
J1# 2 Fk

schliesslich gilt wieder der Zusammenhang

Beispiel: Gy =S4 — 85+ 85 und

| = dxt+dy+d;

i .. .. ..
§5 = Gy + lx; + dy;

3 = dxyz

9.4 Praxis

Nachdem wir die allgemeinen Versicherungsformen mehr oder weniger allumfassend behandelt haben, wollen wir

uns nun noch einigen Spezialformen zuwenden, welche in der Praxis oft verwendet werden.

Typische Beispiele:

¢ Verbindungsrenten: Zahlung so lange Paar lebt
 Uberlebensrenten: Zahlung nach Tod des Partners, z.B. Witwenrente

¢ Todesfallsumme auf das erste und auf das zweite Leben

Das Ziel ist es, die Formeln herzuleiten, damit Formelwerke verstanden werden konnen.
Definitionen:
lyy = Anzahl Personen im Alter (x/y).

Via Rekursion ldsst sich dies berechnen aus

IX+1,y+1 = (1 _éx)(l _CIAy)lx,y
Daraus lassen sich wieder die rohen Uberlebenswahrscheinlichkeiten schitzen als

lx+t,}‘+t

tﬁxy = (: tﬁx . t[ay)

Ly

Analog gilt
t@xy =1 _fﬁxy
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Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens noch eine Person am Leben ist betrdgt dann geméss Additionssatz

tPxy = tPx TPy — tPxy

Die Wahrscheinlichkeit, dass keine der beiden Personen mehr am Leben ist komplementér zu (9.2):

t9xy = (1 _tpx)'(l _tpy)

L —pet1—py—(1=1pupy)
1—ipe+1—ipy—(1—ipy)
= 19x T 19y —14xy

Kommutationszahlen
Es sind verschiedene Arten moglich, Kommunikationszahlen zu bilden:

1.Dyy = Ly V'
2Dy = Ly-V

x4y
3.Dyy = Iy-v2

Die Formeln (9.4) und (9.5) sind einfacher zum Rechnen, die Formel (9.6) ist dafiir symmetrisch.

ny = ZDx+t,y+t
1=0

o

Sxy = ZNert,ert
=0

Mit d,, bezeichnet man die Anzahl aufgeldster Paare
dyy = lxy — t+ly+1

Auch hier gibt es wieder 3 Moglichkeiten, wie z.B.

Xty

Cyy = dyv 2 +

Mx}' = ZCx+t,y+t
t=0

ny = ZMx+t,y+t
t=0

9.5 Barwerte fiir typische Versicherungen auf zwei Leben

9.5.1 Kapitalversicherung auf den Erlebensfall

9.2)

9.3)

9.4)
9.5)

9.6)

¢ Die Erlebensfallleistung ist fillig, falls das Paar n Jahre iiberlebt. Die Einmaleinlage berechnet sich dann als

Dx+n,y+n
Dyy

Ay =V'npry =
Bemerkung: Manchmal findet man auch eine andere Notation, ,E,, statt Axy:%.
* Die Erlebensfallleistung ist féllig, falls mindestens 1 Person n Jahre iiberlebt.
Ay = V(1= nq) =V'npPry
und , pxy = pPx +nPy — nPxy. Somit gilt
A@:% =A +Ay:ml _Axy:ﬁl¥

Bemerkung: Auch hier trifft man hin und wieder auf die Notation , Exy statt AW%).

9.7)
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9.5.2 Verbindungsrenten

» Sofort beginnende Rente, bis zur Auflésung des Paares.

. k
dxy = Z kPxyV
k=0

D , D D
=14+ x+1,y+1 + X+2,y+2 x+3,y+3+.”
D,y D,y D,y
_ Ny
Dy,
* Analog erhdlt man
|d _ Nx+m,y+m
m|Uxy ny
Nx,y - Nx+m,y+m

dxy:W =
Dy
v

» Sofort beginnende Rente, zahlbar solange mindestens eine Person am Leben ist.
dxy = Z ¢ pyyvt
1=0
Wieder gilt , pxy = nPx +nPx — nPxy» also

iy = dx + diy — dixy

9.5.3 Uberlebenszeitrenten

* Einseitig:

Im Falle eines Todes von x wird eine Zahlung an y getitigt. Die Einmaleinlage berechnet sich als
lxly = dy — dixy

und analog fiir den temporiren Fall
dx\y:m = dy:m - dxy:ﬁ\
o Zweiseitig

Im Falle eines Todes von x wird eine Zahlung an y getitigt und umgekehrt.

—

yy = dyly T dy|x

= iy +diy — 2y,

= Qxy — a Xy
Bemerkungen:

« Individuelle Witwen- und Waisenrenten fallen unter die einseitigen Uberlebenszeitrenten.

* Die Sterblichkeit wurde bisher unabhingig vom Zustand angesehen. Aber die Witwen- und Witwersterb-
lichkeit ist grosser.

¢ Witwenrenten haben eine zweite Ausscheideursache! Wenn sich ndmlich eine Witwe wieder verheiratet, so
entfillt die Witwenrente. Wiederverheiratung wird nicht exakt berticksichtigt.
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* Bei der Waisenrente wird oft die Sterblichkeit der Kinder vernachlissigt, also statt

Ox|zig—z] = Gzg—z] — Gxzg—
verwendet man als Barwert
Oylg—7] = dg—] — Gxg—

wobei g das Schlussalter bezeichnet.

¢ Die Waisenrente wird vervielfacht beim Tode von Mutter und Vater. o

9.5.4 Witwenrente, kollektive Methode

Witwen und Waisenversicherungen
5 T T T

T
— Witwenrente
= = Waisenrente

Einmaleinlage
N
ol w

N

1
20 30 40 50 60 70 80 90 100
Alter

Abbildung 9.1: Einmaleinlage fiir Hinterbliebenenrenten.

Die Anwartschaft ist nur in Abhéngigkeit des Mannes, das Alter der Frau bleibt unberiicksichtigt. Zudem wird
nicht einmal beachtet, ob ein Mann verheiratet ist oder nicht. Erst im Zeitpunkt des Todes wird geschaut, ob eine
Ehefrau vorhanden ist oder nicht. Diese erwirbt einen Anspruch auf eine Witwenrente.

Um den Rentenbarwert fiir diesen Fall berechnen zu kénnen braucht man zwei weitere Grossen:

hy: Wahrscheinlichkeit, dass ein beim Tod x-jahriger Mann verheiratet ist. &, ist stark von der sozialen Struktur
des betrachteten Versicherungsbestandes abhingig.

vyt das mittlere Alter der beim Tod eines x-jahrigen Mannes hinterlassenen Witwe. Die mittlere Altersdifferenz

zwischen Mann und Frau ist vom Alter abhingig. Sie nimmt mit zunehmendem Alter zu wegen Folgeehen
in spidteren Jahren.

Wie man aus folgender Tabelle ersehen kann, verdndern sich die Wahrscheinlichkeiten, verheiratet zu sein relativ
rasch.
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X h., ! Kollektivtarif 80 | &, 1 Kollektivtarif 95 | y 1 Kollektivtarif 80 | y, 1 Kollektivtarif 95
20 0.498 0.100 20 19
30 0.750 0.435 29 29
40 0.890 0.728 38 38
50 0.93 0.804 47 48
60 0.880 0.838 57 57
70 0.750 0.816 66 67
80 0.552 0.705 74 75
90 0.296 0.472 82 84

Die Einmaleinlage wird berechnet als

0w—x

W t+1 ..
a, = Z tpqu+fhx+tv Ayerit
t=0
o © Vx+t+1 lx+th dert ..
- W 1Ty Ayvi11
=0 X X+t
0—x
_ X+t h "
- D X+tayx+t+l
=0 X+t
O—x ~w
— Cx+t
=0 D)H—t

wobei @ das Schlussalter ist.

9.5.5 Demographische Grundlagen gemiss Kollekivtarif 95
Wiederverheiratung von Witwen und Witwern

Die Wiederverheiratung wird sowohl fiir sofort beginnende als auch fiir anwartschaftliche Renten durch Reduk-
tionsfaktoren bei den sofort beginnenden Leibrenten erfasst. Die Faktoren hingen vom Alter des iiberlebenden
Ehegatten ab.

Witwen

H — LY,y <40
Y 1, y>40

Witwer

x+40
v_ s Xx<40
Hy {1, x> 40

Der Reduktionsfaktor gilt fiir alle Witwen und Witwer mit oder ohne Kapitalabfindung bei Wiederverheiratung vor
dem 45. Altersjahr, indessen darf die Abfindung drei Jahresrenten nicht iibersteigen.

Wahrscheinlichkeit beim Tod verheiratet zu sein

Wahrscheinlichkeit /4, beim Tod (d.h. zwischen u und u + 1) verheiratet zu sein. Siehe Figuren 9.2 und 9.3.

Durchschnittsalter des iiberlebenden Ehegatten bei Tode der versicherten Person

Durchschnittsalter y, bzw. x, des iiberlebenden Ehegatten beim Tod der versicherten Person (d.h. zwischen den
Altern u und u + 1): Siehe Figuren 9.4 und 9.5.
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Abbildung 9.2: Wahrscheinlichkeit /2, beim Tod im Alter Abbildung 9.3: Wahrscheinlichkeit 4, beim Tod im Alter
zwischen 1 und u + 1 verheiratet zu sein. Modell aus KT zwischen u und u + 1 verheiratet zu sein. Modell aus KT

95 (hy). 95 (hy).
o o
o 8 |
L5l S0
S S
® o o® 0 40°
o | ' o | !
« © )
2 X
o | o |
< <
o | o |
« «
I I I I I I I I I I
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
X y

Abbildung 9.4: Durchschnittsalter y, des iiberlebenden Abbildung 9.5: Durchschnittsalter x, des iiberlebenden
Ehegatten beim Tod der versicherten Person im Alter Ehegatten beim Tod der versicherten Person im Alter
zwischen u und u+ 1 (Frau: y,). zwischen u und u+ 1 (Mann: xy).

9.5.6 Waisenrente, kollektive Methode

Auch hier werden zwei neue Rechnungsgrossen notwendig:

ky: Die mittlere Anzahl Kinder, welche das Schlussalter g noch nicht erreicht haben, beim Tod eines x-jahrigen
Mannes.

zx+ Das mittlere Alter dieser Kinder.

Beide Grossen sind wiederum stark von der sozialen Struktur des betrachteten Versicherungsbestandes abhingig.
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X ko Kollektivtarif 80 | k, L1 Kollektivtarif 90 || z, i Kollektivtarif 80 | z, i Kollektivtarif 90
2 2 2 2

20 0.02 0.02 0.5 0.8

30 1.19 0.53 4.0 43

40 1.91 1.30 9.5 10.6

50 1.10 0.94 14.5 15.2

60 0.36 0.24 18.0 17.4

Die Einmaleinlage berechnet sich als

w—x

.k _ H—% .
Arg = Z(;)fpqu“karH%v Ry
=
®—x | x+t+1
Z v lx+tk Ayt Vi%il'
== ) E— —
1+~ 82yt —
= Lo 2 Ly, E w112
w—Xx
_ Z x+tk G v*%
- D x+t+% g*Z’\-Jr,,l/z
=0 X
o—x k
— Cx+t
=0 Dy

wobei  das Schlussalter des Vaters ist, g das Schlussalter der Kinder.

9.5.7 Todesfall- und gemischte Versicherungen

Solche Kapitalversicherungen werden im Allgemeinen zweiseitig abgeschlossen, das heisst die Zahlung der Ver-
sicherungssumme im Todesfall (erster oder zweiter Tod) ist unabhéngig von der zeitlichen Abfolge der Todesfille
von x und y. Im nachfolgenden wird nur diese Art betrachtet.

Es ist aber auch moglich, einseitige Todesfallversicherungen zu definieren, wo die Summe beim Tode der einen
Person ausbezahlt wird, falls die andere Person noch lebt. (z.B. Witwenkapitalversicherung).

Versicherung auf den ersten Tod

Eine lebenslingliche Todesfallversicherung wird analog zur Todesfallversicherung auf ein Leben in Gleichung
(5.5) hergeleitet.

M,,
Axy == Dix}
Xy
oder auch
Ay =1—ddy

Eine tempordre Todesfallversicherung, bei welcher bis zum Ablauf der Versicherung nach n Jahren eine Todesfall-
summe féllig wird, berechnet sich als

Al o Mxy - Mx+n,y+n
xynl
y ny

Eine gemischte Versicherung auf das erste Leben berechnet sich als
Axy:m = Axy:m +Axy:m =1- daxy:m
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Versicherung auf den zweiten Tod

Die Wahrscheinlichkeit, dass keiner mehr am Leben ist, ist gemadss (9.3) gegeben und fiir die Einmaleinlage einer
lebenslinglichen Todesfallversicherung ergibt sich

_ t+1 t+1
Ay = 2 tPxqx+tV '+ tDyqy+tV
1

*rl’xy‘Zert,erthH
Cx+t Cy+t o Cx+t,y+t
=~ Dy D, D,y
= A +A, —A,

Ebenfalls gilt wieder die Relation
Amy = 1—dixy

Bei einer gemischten Versicherung auf den zweiten Tod wird zusitzlich zum Todesfallkapital noch eine Erlebens-
fallleistung féllig, falls noch mindestens eine Person am Leben ist. Die Einmaleinlage dieser Erlebensfallleistung
wurde in Gleichung (9.7) berechnet. Somit betréigt die Einmaleinlage der gemischten Versicherung auf das zweite
Leben

A,Ty:ﬂ = Axm +Ay:m - Ax_y:m

=1- d(dx:m + dy:m - dxy:m)

und
Agym = 1 —ddwym

9.5.8 Priamienzahlarten

Es existieren verschiedene Varianten:

* Die Primien werden solange bezahlt, wie das Paar lebt. Dann konnen wir die Prdmienzahlung als temporire
Verbindungsrente auffassen. Das bedeutet, dass der massgebende Barwert durch diyy.7 dividiert werden muss.

* Die Primien werden nur solange bezahlt, wie ein bestimmter Versicherter lebt. Dies ist insbesondere bei
Uberlebens- und Hinterbliebenenrenten der Fall. Dann dividieren wir wie bisher durch d.z resp. dym.

* Bei Waisenrenten wird die Kollektivierung hiufig soweit getrieben, dass ein konstanter Pramiensatz verwen-
det wird, unabhédngig vom Alter der Eltern und der Kinder.
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Kapitel 10

Markovketten

10.1 Traditionelle Tarifierung

Der Ablauf einer traditionellen Tarifierung lésst sich folgendermassen beschreiben:

1. Wir starten mit Sterbewahrscheinlichkeiten und berechnen dann eine Sterbetafel beginnend mit z. B. 100’000
Personen im Alter von 20 Jahren.

Bezeichne [, die Anzahl lebender Personen im Alter x.

lp = 100’000
Levr = L(1—qyx)
dy = lx_lx+1

2. Dann werden die verschiedenen Kommutationszahlen berechnet:
Dy = [, Ce = dov* ! ete.
Diese Zahlen hingen ab

¢ von der Anzahl lebender Personen und

* vom technischen Zins.

3. Mit diesem Formalismus konnen wir nun Barwerte, Pramien, etc. berechnen:

A
dy = —
X Dx
M
Ay = —
Dy

Fast alle Pramien konnen durch Addition und Multiplikation von Kommutationszahlen berechnet werden. Dieses
Vorgehen ist vor allem dann sinnvoll, wenn kein Computer zur Verfiigung steht.

Das Markovmodell erlaubt uns die Tarifierung von Lebensversicherungen ohne Kommutationszahlen. Es beginnt
mit der Berechnung des Deckungskapitals via Rekursion und verwendet direkt die verschiedenen Wahrscheinlich-
keiten.

Beispiel: , p, bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass eine x-jahrige Person n Jahre {iberlebt. Es gelten

oo

D
dx:Z l);+k:"':ZVk'kpx
k=0 x
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und

k+1Px = kPx " Px+k-

kPx Px+k
X x+k x+k+1
k+1Px

Abbildung 10.1: Ubergangswahrscheinlichkeiten

dy entspricht dem Deckungskapital V, fiir eine Annuitédt der Hohe 1. Ausserdem gilt
Vi=d,=1+ Z Vepe=14+vpy Z P = 1+ vpVegr
k=1 k=1

Das Deckungskapital im Alter x ldsst sich also in zwei Komponenten aufteilen, namlich

1. eine Annuitidtenzahlung und

2. das notige Deckungskapital im Alter x + 1.

Wir haben also eine Rekursion fiir das Deckungskapital gefunden. Somit konnen wir die Pramie einfach rekursiv
berechnen. Dazu brauchen wir allerdings eine Anfangsbedingung, ndmlich dg, =V, = 0. o

Bemerkung: Wir brauchen keine Kommutationszahlen, nur die Uberlebenswahrscheinlichkeit p, und den Dis-
kontierungsfaktor v. o

10.2 Lebensversicherung als zufillige Geldfliisse

Im folgenden sei (, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, ) ein messbarer Raum.

Definition 10.2.1 (Markovkette): Ein stochastischer Prozess X = (X;);en auf (Q,.47,P) mit Werten in (S, %)
heisst Markovkette, falls P-f.s.
P[X;11 € B| Xo,...,Xi] = P[Xi11 € B| X{]

fiir jedes € N und jedes B € £ gilt. Der Wertebereich (S, %) heisst Zustandsraum von X . o

Bemerkungen: Fiir abzdihlbare Zustandsrdume, bei denen jede einpunktige Menge {k} ein Elementarereignis ist,
ist X eine Markovkette genau dann, wenn

P[X[+]:k|X():lO,7X[:lt]:P[X[+1:k‘X[:ll}

fiir jedes 1 € N, fiir jede Folge (ly,...,l;) in S und jedes k € S gilt, fiir welche die linke Seite wohldefiniert ist, d.h.
fiir welche P[Xy = lo,...,X; = [;] > 0 gilt. Beachte P[X; = ;] > P[Xo = ly,...,X; =], womit dann auch die rechte
Seite wohldefiniert ist.

Fiir allgemeinere Zustandsrdume benotigt man eine allgemeinere Definition von bedingten Wahrscheinlichkeiten,
auf welche hier nicht eingegangen werden soll.

In der Tat hat man es in der Praxis — insbesondere in der Lebensversicherung — meist sogar mit endlichen Zu-
standsrdumen zu tun.

Die Wahrscheinlichkeit fiir X; | = k hdngt nur vom Zustand zur Zeit ¢, nicht aber vom Pfad Xy, . .., X; ab; Man sagt
auch, dass solche Prozesse kein Gedédchtnis haben. o
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Um eine Lebensversicherung darzustellen braucht man drei Dinge, ndmlich

1. eine Markovkette X = (X;);en.
2. ein einjdhriger Diskontierungsfaktor v und

3. Vertragsfunktionen.

Der Ausgangspunkt des Markovmodells ist eine Menge S von Zustdnden, dessen Elemente die verschiedenen
moglichen Zustinde einer versicherten Person darstellen.

Beispiel: S = {‘lebend’, ‘tot’}. o

Im folgenden betrachten wir nur noch endliche Zustandsraume. Da wir nur Modelle in diskreter Zeit betrachten,
sind Zahlungen (Leistungen, Pramien etc.) nur zu ganzzahligen Zeitent =0, 1, ... mdglich. Die Zahlungen kénnen
entweder am Anfang oder am Ende einer Periode [t,7 + 1] stattfinden. Zahlungen zu Beginn einer Periode [, 4 1]
hiingen nur vom Zustand i zur Zeit ¢ ab, wihrend Zahlungen am Ende einer Periode auch vom ‘Endzustand’ j zur
Zeit t + 1 abhiingen mogen (z.B. Todesfallleistung beim Ubergang ‘lebend’— ‘tot” von ¢ nach ¢ + 1). Wir verwenden
folgende Bezeichnungen:

Definition 10.2.2 (Verallgemeinerte Renten und Kapitalleistungen):

* verallgemeinerte Renten af™(t): Fillig zu Beginn des Zeitintervalls [t,7 + 1] falls X; = i. Die a/"(t) heissen

verallgemeinerte Renten welche zur Zeit t zahlbar sind, gegeben dass sich die Person zur Zeit t im Zustand i

befindet.

* verallgemeinerte Kapitalleistungen a’?* (¢): Fillig am Ende des Zeitintervalls [t,¢ + 1] beim Ubergang i — j

ij
von ¢ nach 7+ 1. Die af}‘”’ (¢) heissen verallgemeinerte Kapitalleistungen zur Zeit t + 1, gegeben dass die

versicherte Person von t nach t + 1 vom Zustand i in den Zustand j wechselt.

Pre

Die af?"(t) miissen also zuerst mit v diskontiert werden, um mit den a™(t) vergleichbar zu sein.

ty

Zeit

t+1 Zustand 1 Zustand 2 Zustand 3 Zustand n

Verpflichtungsfkt. ——

t Zustand 1 Zustand 2 Zustand 3 Zustand n

Abbildung 10.2: Ubergangswahrscheinlichkeiten und Verpflichtungsfunktionen
Bis jetzt haben wir Summen festgelegt, die beim Eintreten eines gewissen versicherten Ereignisses féllig werden.
Nun brauchen wir ein Wahrscheinlichkeitsgesetz, um die verschiedenen Uberginge zu quantifizieren.

Definition 10.2.3 (Ubergangswahrscheinlichkeiten): Fiir alle Zustinde i, j € S und Zeiten s, € N heissen die
Wahrscheinlichkeiten
pij(S,t) = P[Xf :j ‘ XS = l]
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Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir den Ubergang vom Zustand i zur Zeit s in den Zustand j zur Zeit t.
Die Matrix P(s,t) mit Eintriigen p;;(s,t) heisst Ubergangsmatrix von s nach t.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir eine Zeitschritt werden mit
pij(t) = pij(l,l+ 1)
bezeichnet und die entsprechenden Ubergangsmatrizen mit

P(t):=P(t,t+1).

o

Die wichtigste Eigenschaft dieser Ubergangswahrscheinlichkeiten ist charakterisiert durch

Theorem 10.2.4 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung): Fiir beliebige ganzzahlige 0 < r <s <t gilt

P(rvt) = P(F,S) 'P(Svt)a
oder in komponentenschreibweise
pik(r,t) Zp/k5t ~pij(rs).
JjeS

o

Abbildung 10.3: Interpretation der Chapman-Kolmogorov-Gleichungen

Als nichstes betrachten wir einige Beispiele. Generell werden die Symbole * (‘lebend’) und  (‘tot’) verwendet.

Beispiel (Sofort beginnende Altersrente): Alle Vertragsfunktionen ausser a?’¢(¢) sind gleich null. In einer Peri-
ode wird vorschiissig 1 Geldeinheit ausbezahlt, also ist af™(¢) = 1. Hat die versicherte Person zur Zeit t = 0 das
Alter x, so gilt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten

Pes(t) = xtt
#
(
(

piilt) =

X+t s

Abbildung 10.4 zeigt schematisch das verwendete Modell. o

Beispiel (Versicherungen auf ein Leben): Mit diesem Markovmodell lassen sich so gut wie alle Versicherungen
auf ein Leben inklusive beliebiger Leistungsverldufe darstellen, also z.B. d, dy-n, m|Gxs Ax und A ;lc:m-
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p**C\ Dat V/DPTT
» * -*-

Abbildung 10.4: Markovmodell fiir eine sofort beginnende Altersrente

Beispielsweise konnen wir d, unter der Annahme
() =1, a%(0)=a (1) =0
berechnen (konstante Rente), oder fiir eine linear steigende Rente mit jahrlichem Zuwachs von 5%, also
al™(t) = 140.05-1, a"(t)=al?" (1) =0.
Fiir eine gemischte Versicherung, d.h. zur Berechnung von A)lc:m’ sieht das Modell wie folgt aus:

() — {1 falls 1 < x+n
0 sonst,

() — {1 falls t = x+n— 1
0 sonst.

| |

T T -

x+n—1 xX+n

Abbildung 10.5: Leistungsverlauf einer gemischten Versicherung

o

Beispiel (Mehrere Ausscheideursachen): Das Modell fiir mehrere Ausscheideursachen (z.B. ‘Tod durch Krank-
heit’, “Tod durch Unfall’, ...) wird schematisch in Abbildung 10.6 wiedergegeben. o

Beispiel (Mehrere Leben): Als Beispiel betrachten wir ein Paar, Mann und Frau. Der Zustand des Paares wir
nun durch die geordneten Paare (x,+) = ‘beide lebend’, (x,1) = ‘Mann lebend, Frau tot’, etc. wiedergegeben. Die
moglichen Uberginge zwischen den Zustinden sind in Abbildung 10.7 dargestellt.

Beispiele sind

o Verbindungsrente (Barwert di,y): Hier ist
..Pre _
dioy () =1

*, %

fiir alle 7, alle tibrigen Vertragsfunktionen sind null.
* Rente auf das letzte Leben (Barwert dxy): Hier sind

dy) =1,
al"e, (1) = 1und
a1 = 1

T %)

fiir alle ¢, alle iibrigen Vertragsfunktionen sind null.
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Abbildung 10.6: Markovmodell fiir mehrere Ausscheideursachen

(oa—feop)

CEEE

Abbildung 10.7: Markovmodell fiir Witwenrente
10.3 Deckungskapital, Rekursion und Primien

Eine zentrale Aufgabe in der Lebensversicherung ist die Festsetzung des Deckungskapitals, den Geldbetrag der fiir
jede Police reserviert werden muss, um allen zukiinftigen Leistungen gerecht zu werden.

Bezeichnen wir mit A; die Zahlungen, die fiir eine Police (oder einen Bestand) zu einer Zeit ¢ féllig sind. Dabei ist
A = (A;)en ein stochastischer Prozess. Mit der in Definition 10.2.2 eingefiihrten Notation haben wir zu einer Zeit

t einerseits die verallgemeinerte Rente af) "(t), welche durch den Zustand X, = i zur Zeit ¢ bestimmt ist, sowie die

verallgemeinerte Kapitalleistung ai.“’ (t — 1), welche durch den Ubergang j nach i von ¢ — 1 nach ¢ fillig ist. Also
definieren wir (punktweise auf )

A= ae () +a™ (1=1); 1€N,

wobei af;m(—l) :=0fiir alle i, j € S zu setzen ist.

Bemerkung: Fiir analytische Zwecke ist es niitzlich, die Darstellungen
ay (1) = Y Xx,=iai (1)
=

und

Pos Pos
axi)il] X, ([ — ]) = jizesx[xt—lzjvxlzi] . ajlgmt (l _ 1)

zu verwenden. o

Definition 10.3.1 (prospektives Deckungskapital): Der momentane Wert des zukiinftigen Geldflusses (A), be-
stimmt aufgrund der heutigen Information: o
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Definition 10.3.2 (Konzept des prospektiven Deckungskapitals): Der momentane Wert des zukiinftigen Geldflus-
ses (A), bestimmt aufgrund der heutigen Information:

Vilt) = E[A[X, = ]

Diese Notation zeigt die starke Abhingigkeit des Deckungskapitals vom Zustand der Police. (Bild 10.3)

Spezielle Altersrente
20 T T T

18

16

14

12

Einmaleinlage
I
o

©

0 I I I I I I I
50 60 70 80 90 100 110 120 130

Alter
Abbildung 10.8: Steigende Altersrente.

Die direkte Berechnung der notigen Reserven fiir die verschiedenen Zustinde ist nicht so einfach, wenn wir ein
allgemeines stetiges Markovmodell betrachten. Ein Vorteil dieses Modells ist die Existenz einer oft niitzlichen
Riickwirtsrekursion.

Die folgende Formel erlaubt die rekursive Berechnung der notigen Reserven und damit der nétigen Einzelpramien
(Thielesche Differenzengleichung):

Vi(t) = al™ (1) + Z pijt,t+1)-v- (aggSt(t)+Vj(t+1))
jeJ

Im Falle einer marktnahen Bewertung lautet die Rekursion fiir das Alter x = xo + k zur Zeit r 4 k wie folgt:

P(t,t,k+1)

_ Pr .
Vilt+k) =a"™(t+k)+ Y pijt+kt+k+1)- )

jeJ

(a (k) + Vit +k+1))

Diese Formel beniitzt ausschliesslich die verschiedenen Leistungen, die Wahrscheinlichkeiten und den Diskontie-
rungsfaktor.

Interpretation: Die jetzige Reserve besteht aus:
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« Zahlungen aufgrund der verschiedenen moglichen Ubergiinge.

¢ den diskontierten Werten der zukiinftig nétigen Reserven. o

Anwendungen:

s dy=1+pyv- (0+dx+l)

* Ax=qx v -1+ py-v-Acp o
Um die Reserven fiir ein gewisses Alter zu bestimmen, miissen wir riickwérts rechnen, beginnend beim Ablaufda-
tum der Police. Fiir Annuitéten ist dies normalerweise das Alter, wenn alle gestorben sind. Um die Rechnung zu
beginnen, brauchen wir Randbedingungen, die vom Zahlungsstrom am Ablaufdatum abhidngen. Meistens setzen

wir die Grenzbedingungen gleich null fiir alle Reserven. Dabei miissen wir folgendes beachten: Wir miissen diese
Rechnung fiir die Reserven fiir alle Zustidnde gleichzeitig machen.

Nach der Berechnung der verschiedenen Reserven konnen wir die zugehorigen benstigten Primien mittels Aqui-
valenzprinzip bestimmen.

Um die faire Jahrespramie festzulegen, miissen wir also ebenfalls das obige Prinzip anwenden. In den meisten
Fillen (Ausnahme: Riickgewihr) konnen wir analog zum traditionellen Vorgehen handeln.

Wir miissen folgende Grossen einfiihren:

. VjB: Reserve, durch Leistungen erzeugt

o V].P : Reserve, durch Pramien generiert

Das totale Deckungskapital ist (wie gewohnlich) V;(r) = VjB () — VjP (t).

Die Primie kann via Aquivalenzprinzip berechnet werden (Vj, (o) =0).

10.4 Konkrete Probleme

Bisher haben wir uns mit den Definitionen der verschiedenen benétigten Elemente fiir das Markovmodell beschif-
tigt. Nun wenden wir uns konkreten Problemen zu. Die folgenden Beispiele haben ihre eigenen kleinen Schwie-
rigkeiten:

* Annuititenzahlung wéhrend dem Jahr,
* Rente mit garantierter Zahlungsdauer,

* Renten auf ein und zwei Leben mit Riickgewéhr des Deckungskapitals.

10.4.1 Rentenzahlung unterjihrig
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—

Abbildung 10.9: Beispiel bei unterjihriger Rentenzahlung
In der Schweiz werden die meisten Renten vierteljahrlich bezahlt. Somit miissen wir den gegenwirtigen Wert der

Renten anpassen. Die einfachste Moglichkeit ist, das betrachtete Zeitintervall als drei Monate festzusetzen.

Die normalerweise beniitzte Approximation ist bekannt. Wir kennen beispielsweise folgende Formel:

&)
a)(c:ﬁ)'\ = Gy — 0.375(1 — A 1)

Nun wollen wir dasselbe in unserem Markovmodell durchfithren. Um dieses Problem zu l6sen, setzen wir den
Anpassungsterm fiir n = 1. Die obige Situation kann in diesem Fall mit den zwei folgenden Korrekturen des
Zahlungsstroms erzeugt werden, wenn eine solche Rente zur Zeit ¢ fiir einen Ubergang * — * bezahlt wird:

. af’ezl—%
. leﬁ:st:()—‘r%

Wenn wir die Zahlung zweiteilen, miissen wir af®' = 0+ % beibehalten!

Beispiel: Geometrisch steigende Rente (3% ), unterjdhrig (%), fiir einen Mann im Alter ¢, beginnend im Alter
xX+m.

.(4) Pre |0, falls r<x+m
mldx™ = @7(1) = {1.03f—<x+m>(1—0.375), falls 1 >x+m
alost () = 0, falls t<x+m

* 1.03~+m)(0.375), falls  ¢>x4m

&

Bemerkung: Diese Methode ist nicht so fehleranfillig wie der {ibliche Ansatz mit Kommutationszahlen. Die
Differenz zwischen einer temporiren Rente vom obigen Typus und der normalen besteht in den unterschiedlichen
Startzeiten der Riickwértsrekursion. o

10.4.2 Garantierte Rente

Eine solche Rente wird auch nach dem Tod der versicherten Person ausbezahlt fiir maximal m Jahre. Deshalb
fithren wir im Markovmodell einen neuen Zustand ein:

¢ Tod ohne Garantie.

¢ Tod mit Garantie.

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



102 Markovketten

drei Zustinde 0 2ty

Mo

Abbildung 10.10: Zustandsraum bei garantierten Renten

Beispiel: Zukiinftige Rente, beginnend mit 65, 10 Jahre Garantie.

Annahme: Rente endet im Alter 85.
Rente: Mann s =65 g=10 t=20
Zustand: O=amLeben 1=7%vor65 2 =7 nach 65

Um die Renten zu berechnen, beniitzen wir 85 als Startzeit der Rekursion mit Grenzbedingung 0. Wir erhalten die
folgenden nichttrivialen Vertragsfunktionen:

Py = { (1-0375), falls  65<7 <85
o 10, sonst
o 0.375, falls 65 <1 < 85
ap” (1) = 0, sonst
! 0.375 falls 65<¢ <85
Post _ ) >0 >
ag” (1) = {O, sonst
pegy — [ (1-0375), falls  65<1<75
% — 1o, sonst
ot 0.375, falls  65<1<75
w3 (1) = 0, sonst

Zu agg‘” (¢): Wir diirfen den Anpassungsterm aufgrund der unterjihrigen Rentenzahlung nicht vergessen.

Bild 10.4.2 zeigt das Verhalten der bendtigten Reserven. o

Beispiel: Zum Schluss schauen wir ein Beispiel mit mehr als drei verschiedenen Zustidnden an. Wir interessieren
uns fiir die Pramie der folgenden Versicherung auf zwei Leben:

(#,%#) — 1.2 nachx=65

(x,¢) — 0.8 nachx =65, 10 Jahre garantiert
(t,x) — 0.6 nach dem Tod des Mannes
Primie  (1/1)

‘Wir haben fiinf verschiedene Zustinde zu betrachten:
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Garantierte Altersrente

14

T
- Total
= = Garantie

12+ B

10 b

Einmaleinlage
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Abbildung 10.11: Garantierte, temporire Altersrente

Zustand 0 (x,%)
Zustand 1 (1)
Zustand 2  Frau stirbt vor Mann, Mann stirbt nach 65
Zustand 3 (z,%)
Zustand 4  Rest

10.4.3 Riickgewihr des Deckungskapitals

Eine spezielle Klasse von Versicherungsvertriagen sind Vertrage mit Riickgewéhr im Falle eines frithzeitigen Todes.
Die verschiedenen Arten von Riickgewihr beinhalten:

1) Riickgewihr der bezahlten Priamien im Falle eines Todes vor der Annuitdtenzahlung.
2) Riickgewihr der bezahlten Priamien abziiglich der bezahlten Renten.

3) Riickgewihr des Deckungskapitals.

Die Fille 1) und 2) kénnen wir als zusétzliche Todesfallpramien betrachten. Sie werden schon seit langer Zeit
verwendet.

Betrachten wir nun den Fall 3). Fiir diese Art von Riickgewihr existieren ebenfalls viele verschiedene Formen. Wir
werden einige davon kennen lernen. Bevor wir damit beginnen, betrachten wir folgende einfache Situation:

Im Todesfall bezahlt man das aktuelle Deckungskapital. Also haben wir die folgende Rekursion:

Vo(t) = 1+ poo(t) - v-Vo(t + 1)+ po1 (t)Vo(t)

(Bei diesem Beispiel nehmen wir an, dass wir die Riickgewihr am Beginn der Periode vornehmen.)
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Durch Umformen erhalten wir:
_ L+ poo(t) - v-Vo(t+1)

1 —po1(?)

Vo(t)

Damit haben wir im Prinzip das obige Problem im Fall der Einmaleinlage geldst. Nun miissen wir noch den Fall
der regelmissigen Jahrespramien betrachten. Natiirlich kénnen wir jetzt nicht mehr den Ausdruck VJB 1)/ Vf (1)
beniitzen.

Die einfachste (aber wahrscheinlich nicht die eleganteste) Losung ist, eine iterative Niherung fiir die Jahrespriamie
zu finden.

Beispiel: Betrachten wir ein Beispiel von einer Annuitdt mit Riickgewdhr des Deckungskapitals vor dem Beginn
der Zahlung (s = 65). In diesem Fall haben wir folgende Werte:

Age | Reserve (line) | ATH101 () | ATW (®)

40 5.869210 5.506800 5.586737
45 6.970781 6.640532 6.786052
50 8.279101 8.011918 8.279320
55 9.832975 9.659149 10.156673

60 11.678489 11.611176 | 12.551519
65 13.870382 13.870381 | 15.692769

In der obigen Tabelle sind die Resultate der folgenden Riickgewihrstypen aufgelistet:

1. Reserve:  Riickgewihr des Deckungskapitals vor s
2. ATH101: Riickgewihr der bezahlten Pramien vor s

3. ATW: Riickgewihr der bezahlten Pramien abziiglich bezahlte Leistungen.
Es ist offensichtlich, dass 3) die teuerste Art von Riickgewéhr ist. 1) und 2) sind ungefihr gleich.

Analoge Berechnungen fiir die verschiedenen Typen konnen wir auch im Fall von regulidren Primien durchfiihren
(Siehe Bild 10.4.3). o

Zum Schluss ein etwas exotisches Beispiel:

Eine Witwenrente ist versichert mit Riickgewéhr des Deckungskapitals, falls die Frau vor oder im gleichen Jahr
wie der Mann stirbt. In diesem Fall haben wir die folgende Rekursion:

Vo(1) = v(poo (1)Vo(t +1) + poa (1) V2 (1 + 1)) /(1 = por (1) = poz (2))-
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Abbildung 10.12: Riickgewihr bei reguldrer Primienzahlung.
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Kapitel 11

Invaliditatsversicherung

11.1 Einleitung

Bisher haben wir Versicherungen mit nur einem Ausscheidegrund (dem Tod) betrachtet. Nun beziehen wir die
Invaliditit in unser Modell mit ein. Somit haben wir zwei Ausscheideursachen:

e Tod

¢ Invaliditat

Wir haben drei mogliche Zustinde (siehe auch Abbildung 11.1):

invalid  reakti- sterben
werden  vieren —

e Zustand der Aktivitét
e Zustand der Invaliditit

e Zustand Tod

Fiir die Invalidititsversicherung existieren mehrere Modelle. Sie unterscheiden sich darin, welche Ubergiinge mo-
delliert werden und welche vernachlédssigt werden.

Die Gesamtheit der Personen teilt sich auf in

* Hauptgesamtheit der Aktiven I
* Nebengesamtheit der Invaliden 1L
* Nebengesamtheit der Toten dy

Eine zusitzliche Grosse ist der Invalidititsgrad. Dieser misst die Schwere der Invaliditit; z. B. 50% invalid.

11.2 Begriff der Invaliditit

Beim Tod ist die Begriffsbildung klar. Bei der Invaliditit gibt es mehrere Begriffe. Die Definition kann verschieden
ausgelegt werden. Sie ist zudem landesspezifisch und abhingig von der Sozialversicherung, dem Leistungsangebot
und den Versicherungsbedingungen der Versicherungsgesellschaften.
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I'x
* ¢
I
qx 9y
s iy: Invalidierungswahrscheinlichkeit
ry: Reaktivierungswahrscheinlichkeit

q?: Sterbewahrscheinlichkeit der Aktiven
q': Sterbewahrscheinlichkeit der Invaliden

Abbildung 11.1: Zustinde und Ubertrittsmoglichkeiten

Die Invaliditidtsversicherung entstand vor etwa 130 - 150 Jahren wihrend der Industrialisierung. Es gab immer
gefihrlichere Berufe wie z. B. Lokomotivfiihrer. Dadurch kam es hiufiger zu Unfillen und zu daraus folgender
Invaliditét. Dies hatte nicht nur Folgen fiir den einzelnen Betroffenen, es machte oft ganze Familien erwerbslos.
So griindeten um 1870 die Eisenbahner eine Invalidititsversicherung.

Definition 1.2.1 (Invaliditit)

1 Urspriingliche Definition
Die urspriingliche Definition stammt aus der Zeit der Industrialisierung. Sie ist eine physische bzw. medizinische
Definition und basiert auf physischen Beeintrdchtigungen (z. B. Hand, Finger fehlt, nicht mehr laufen kénnen...).

Invaliditét kann eintreten aufgrund von Krankheit oder Unfall.
2 Heutige Definition
Heute betrachtet man Invaliditdt vom dkonomischen Standpunkt aus: Der Invalide bekommt nicht mehr eine

Rente, weil ihm eine Hand fehlt, sondern weil er deshalb sein Erwerbseinkommen verliert. Wir definieren die
Invaliditit also via Verlust an Erwerbseinkommen.

Deshalb gibt es Begriffe wie z. B. 50% invalid. Der Betroffene kann also nur noch zu 50% arbeiten.
Aufgrund von dieser Definition sprechen wir auch meist von “erwerbsunfihig” und nicht von “invalid”. o

Innerhalb der Erwerbsunfihigkeit gibt es einen Unterschied zwischen

* erwerbsunféhig — Der Betroffene kann nicht mehr arbeiten.

* berufsunfihig — Der Betroffene kann seinen Beruf nicht mehr ausiiben.

Bsp: Pianist, welcher den kleinen Finger verliert.

Berufsunfihige Personen werden in der Regel umgeschult. Allerdings muss der Versicherer auf deren Stand Riick-
sicht nehmen. Eine neue Arbeit muss zumutbar sein (Ein Angestellter muss nicht Strassen reinigen.).

Die Invaliditétsrate i, und die Reaktivierungswahrscheinlichkeit r, hidngen eng mit der Definition der Invaliditét
zusammen. Bei einer strengen Definition der Invaliditét ist i, tiefer als bei einer liberaleren Interpretation.

11.3 Andere Unterscheidungen

1. voraussichtlich dauernd vs temporar

Bei einer voraussichtlich dauernden Invaliditit ist nach drztlichem Ermessen eine namhafte Besserung nicht
mehr zu erwarten (Bsp: Pianist, der den kleinen Finger verlor). Bei einer temporiren Invaliditit dagegen
ist mit einer Wiederherstellung zu rechnen (Bsp: schwere Krankheit. Nach einem Hirnschlag besteht die
Moglichkeit, vielleicht wieder gehen zu lernen und wieder arbeiten zu konnen.).
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2. total vs partiell

Totale Invaliditit meint 100%ige Erwerbsunfihigkeit. Bei einer partiellen Invaliditit kann der Betroffene
noch teilweise arbeiten. Die Invalidititsrente hidngt vom Invalidititsgrad ab.

Illustration:
Invalidititsgrad | Invaliditiitsrente
< 50% —
50 - 662 % 50% — kommt auf Sozialwerk an
> 66%% 100%  — abhéngig von Gesetz und Tarifen

Es gibt auch Viertelsrenten (33%% - 50% invalid). In der Schweiz besteht eine Inkongruenz zwischen der
AHYV und der IV.

3. Wartefrist

Die Rente wird nicht sofort, sondern erst nach einer Wartefrist ausbezahlt. Die Kosten der Invalidititsversi-
cherung hiingen massgeblich von der Wartefrist ab (Je langer die Wartefrist, desto billiger ist die Versiche-
rung.). Die Linge der Wartefrist ist abhéingig von der Gesetzgebung. In der Schweiz haben wir Wartefristen
fiir

* Versicherungen: 3, 6, 12, 24 Monate
o IV: ca. 12 Monate

11.4 Einflussfaktoren auf die Invaliditét

11.4.1 Objektive Attribute

Bei der Priamienberechnung fiir eine Invalidititsversicherung sind Alter, Geschlecht, Beruf und Wartefrist von
Bedeutung. Mit diesen Kenntnissen berechnen wir die Invalidititsrente.

11.4.2 Subjektive Kriterien

Es gibt aber auch viele subjektive Kriterien:

¢ Arbeitsmoral

¢ Konjunktur — sehr wichtig

Bei guter Konjunktur konnen praktisch alle arbeiten. Ein Berufsunfihiger wird umgeschult. Bei einer
schlechten Konjunktur steigt der Anteil der Invaliden massiv an.

* Replacement ratio:

Mit dem Begriff Replacement ratio meinen wir das Verhdaltnis Invaliditdtsrente : Besoldung.

Bei hohem Replacement ratio besteht eher die Gefahr, dass sich die Leute invalid erkldren, da ihre 6kono-
mische Situation als Invalide besser ist, als wenn sie arbeiten gehen.
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11.4.3 Invaliditit nach Lohn

Illustration:

USA 1970, Minner, in Promille

Lohn Invalidititsrate
(] 18-44 | 45-54 | 55-64
() 92 65.3 132.2 171
< 3'000% 140.5 | 94.1 | 282.6 | 358.4
7’000 — 9900% 76 53.1 109.8 | 1354
> 15'000% 55.9 35.7 65 96.3

o
Interpretation:

¢ Die Invaliditdt nimmt mit zunehmendem Alter zu.

* In der Sparte < 3'000$ ist die Invalidititsrate doppelt so hoch wie im Durchschnitt. o

11.4.4 Unterschied blue color vs white color

Mit “blue color” bezeichnen wir gefihrliche Berufe: Bauer, Schienenarbeiter, Sprengmeister, Hohlenforscher, Tief-
seetaucher.

Mit “white color” meinen wir weniger gefahrliche Berufe: Theologe, Lehrer, Bankangestellter.

Ilustration:
Alter | Invaliditdtsrate in Promille
Angestellte Arbeiter
30 0.68 2.04
50 5.39 13.86
60 70.8 110.1
Qualitativ sehen die Verldufe etwa wie in Abbildung 11.2 aus. o

blue color workers

_white color workers

Abbildung 11.2: Invalidierungswahrscheinlichkeiten nach Arbeitstyp

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



11.5 Gefahren einer Invalidititsversicherung 111

11.4.5 Invaliditit nach Ausbildung

Illustration:

Minner zwischen 45 und 54, in Promille

letzte besuchte Schule | Invalidititsrate
Elementarschule 212
Mittelschule 135.6
Hochschule 994

Diese Ergebnisse sind konsistent mit der Aussage: Wer mehr verdient, wird mit geringerer Wahrscheinlichkeit
invalid.

11.4.6 Konsequenz
Es gibt verschiedene Arten, Priamien festzulegen. Wir konnen Unterschiede machen nach

 Arbeitstyp (Berufsklassentarifierung).

¢ Einkommen.

11.5 Gefahren einer Invalidititsversicherung

11.5.1 Situation

Typischerweise ist eine Invalidititsversicherung eine Risikoversicherung ohne Erlebensfallkapital. Das heisst, man
bezahlt die Versicherung, bekommt aber unter Umstinden nichts dafiir. Deshalb beobachtet man eine Tendenz der
Leute, nicht sehr ehrlich zu sein. Dieser Effekt ist besonders wichtig bei einer Kapitalversicherung, spielt jedoch
auch bei der Rente eine gewisse Rolle.

11.5.2 Uberversicherung

Illustration:

ZH, Mann, x = 45, zwei Kinder

Aktiver | Invalider
Einkommen 100’000

75’000

Leistung 1. - 3. Sdule
Versicherungsprimie 16’100 -
Steuern 22600 5’900

verfiighares Einkommen | 61’300 | 69100

Invaliditidt bedeutet fiir den Betroffenen eine Steigerung des verfiigbaren Einkommens um 12.7%. Dabher ist es
interessant, invalid zu werden. o

Bemerkung: Vor allem in der Kollektivversicherung ist dies ein grosses Problem. Die Versicherungen miissen
darauf achten, dass solche Versicherungsdeckungen nicht verkauft werden. o
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11.5.3 Hohes Einkommen im Fall von Invaliditit

Ilustration: Replacement ratio

US 1973-77, Wartefrist 6 Monate

Versicherungsleistung Eingetretene Schiden
Einkommen erwartete Schiden
< 50% 45%
50-59% 94%
60-69% 100%
70-79% 127%
80-89% 137%
>90% 188%
P 100%
<&
11.5.4 Fehltage pro Monat
lost days
per month
A
Zeit
konstante 90 % bezahlt 100 % bezahlt

Rente fiir alle

Abbildung 11.3: Bedeutung des Replacement Ratio fiir i,

Zwei Gesetzesdanderungen haben die Zahl der Fehltage ansteigen lassen. (— Wenn man 100% seines Lohnes

bekommt ohne zu arbeiten, weshalb soll man denn iiberhaupt noch arbeiten?)

11.5.5 Wirtschaftliche Lage

Die Zahl der Invaliden korrelierte in diesem Zeitraum hoch mit der Anzahl Arbeitslosen (Die hohe Arbeitslosigkeit
wurde um 1930 ausgelost durch einen Krieg.). Auch heute noch ist die Invaliditdtsrate sehr stark abhingig von der

Wirtschaftslage.
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Iy
A
17—
T Invalide
=~ Arbeitslose
} } > Jahr

1925 1931 1935

Abbildung 11.4: Wirtschaftliche Lage in Deutschland im Vergleich mit i,

Ilustration:
USA
Jahr | Invalidititsrate in Promille
1962-64 2.74
1965-69 2.76
1970 3.81 } Rezession
1971 4.05
1972 3.47
1973 3.32
1974 2.89

11.5.6 Verteilung der Invaliditit nach Ursache

Illustration:

Rentenanstalt Statistik

Invaliditdtsursache 1989 | 1993
Stiitzapparat (Riicken, Schleudertrauma) | 27% | 31%
Unfille 25% | 24%
Herz 14% | 12%
psychische Nervenkrankheiten 11% 9%
Tumore 9% 8%

Kommentar: In Zeiten schlechter Wirtschaftslage (1989) steigt die Anzahl der Invaliden aufgrund von relativ
volatilen Ursachen wie Stiitzapparat und Nervenkrankheiten an. o

11.5.7 Problem der Sozialversicherung (in fast allen Lindern)
Bei einer schlechten Wirtschaftslage gibt es mehr Invalide und die Annahmepraxis der Versicherungen ist grosser.
Eine hohere Invalidititsrate ist auch fiir den Staat interessant. Denn fiir die Arbeitslosen muss der Staat bezahlen,

fiir die Invaliden zahlen die Arbeitgeber und Arbeitnehmer iiber die Sozialversicherung.
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11.5.8 Massnahmen der Versicherung

Die Versicherung ergreift folgende Massnahmen, um den Missbrauch der Invaliditéitsversicherung zu verhindern:

1. Gegenwertsgedanke

Bsp: Ein Einzelunternehmer besitzt einen Lastwagen. Er wird invalid. Er hat den Lastwagen noch, bekommt
zusitzlich eine Rente.

Diese Situation bietet einen zu grossen Anreiz, invalid zu werden. Deshalb handelt die Versicherung folgen-
dermassen: Der Versicherte muss zuerst den Lastwagen verkaufen. Die Versicherung zahlt dann einen Anteil
an die Amortisation.

2. Senkung des Invaliditiitskapitals in den letzten fiinf Jahren

Der Anreiz invalid zu werden ist im Alter von knapp 65 Jahren am grossten. Deshalb senkt die Versicherung
das Invaliditétskapital in den letzten fiinf Jahren linear.

Kapital

A

60 65

Abbildung 11.5: Leistungsverlauf bei Invaliditétskapitalien

11.5.9 Zusammenfassung

Die Invalidititsversicherung ist sehr komplex, man muss viele Fille unterscheiden. Die Tarifierung ist demzufolge
auch nicht ganz einfach.

11.6 Klassische Invalidititsmodelle

1. Allgemeines Modell

(Diese Zustidnde kann man durchaus im Sinne der Markovschen Zustinde auffassen.)

19:10  =10(1—ql—iy)+ 11
Il =11 —gh—r)+10-iy

dy: dep) =18 g+ 1 gt
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pPi=1—qi—ix
I'x
*

9x

Abbildung 11.6: Standardmodell fiir Invaliditit

2. EVK 90

Alter q¢ q
20 | 0.00116 | 0.00200
40 | 0.00114 | 0.00200
60 | 0.00774 | 0.02670

Frage: Weshalb liegt die Sterblichkeit bei Invaliden hoher als bei Aktiven?

Antwort: Die Invaliden haben auf Grund der Invaliditét (z.B. Tumor) eine hohere Sterblichkeit.

/) I 61? - ix
aktiv
g )
i ;
" ) /) -4,
tot d

invali

i

qx

tot

Abbildung 11.7: Invalidititsmodell der Tafeln EVK und VZ

Das EVK-Modell beriicksichtigt keine Reaktivierung.

qx=4q C) » = Todesfallleistung
q2,x = Ix C; » = Invalidititsleistung

Frage: Warum kann die Eidg. Versicherungskasse (EVK) ein solches Modell anwenden?

Antwort: Die Invalidierungswahrscheinlichkeiten fiir die EVK sind deutlich kleiner als die Invalidie-
rungswahrscheinlichkeiten bei Versicherungen. Grund: Beim Staat gibt es weniger Invalide,
weil den Berufsunfihigen neue Stellen gesucht werden. Dadurch ist die Reaktivierungswahr-
scheinlichkeit entsprechend klein.

3. Modell KT 95 (modelliert nur eine Sterblichkeit)

Eigenheiten dieses Modells:

* Die Reaktivierungswahrscheinlichkeit hingt ab von der Dauer der Invaliditt.
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/>1_CIX_ix

aktiv

invali

qx Ixt

qx Iy
q 1 - q,r - l’x,r
tot d

tot

reaktiviert

Abbildung 11.8: Invaliditdtsmodell der Schweizer Privatversicherer (zB KT 1995)

Iyt
A

> T

* Die Reaktivierten werden nicht mehr zu den Aktiven gezéhlt. Sie fallen aus dem Modell, werden also

nicht doppelt beriicksichtigt.

11.7 Zusammenfassung

11.7.1 Herleitung von Invaliditéitstafeln

Bei der Herleitung von Invaliditétstafeln gehen wir folgendermassen vor:

1. Wir erheben rohe Wahrscheinlichkeiten und erhalten durch analoges Vorgehen wie frither Tafeln 2. Ordnung.

2. Dabei stellen wir Sicherheitsiiberlegungen an: Bei der Tarifierung beriicksichtigen wir das Schwankungs- und

das Trendrisiko. i, konnen iiber die Zeit betrachtlich schwanken.

In der Schweiz existieren verschiedene Tafeln:

* VZ90/2000 (Beamtenversicherungskasse Stadt Ziirich)
* EVK 90/2000 (Eidgenossische Versicherungskasse)
* SVV — KT 95 (Schweizerischer Versicherungsverband)

11.7.2 TIllustrationen

 Vergleich von verschiedenen Tafeln

Sterbe- und Invalidierungswahrscheinlichkeit fiir Manner, in Promille, Wartefrist 3 Monate
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VPL 81/86 VZ 90 KT 95
Iy qx Iy Iy
30 2.0 09 0.65 5.0
40 34 1.5 156 6.6
50 7.9 44 3.7 11.8
2. Ordnung 1. Ordnung

— In den Jahren 81/86 liegt die Invalidierungswahrscheinlichkeit deutlich iiber dem Wert der VZ 90 Tafel.

— In der Tafel KT 95 sind Sicherheitsmargen eingerechnet.

e Schwankung von iy

Invalidierungswahrscheinlichkeit i, fiir Ménner, in Promille, VPL

1981/84 76/80 71/75 66/70 61/65 56/60
15-34 2.0 1.6 1.3 0.9 0.8 1.7
35-49 3.7 3.6 3.1 24 1.9 1.8
50-64 14.4 15.0 13.3 11.1 8.9 8.7
alle 5.8 5.8 4.8 4.0 34 3.7

Die Schwankungen von i, sind enorm. Deshalb wird die Invalidititsversicherung immer nur fiir kurze Zeit

abgeschlossen, da die Tarifgarantie sehr teuer ist.
Die Werte des EVK 90 - Modells betragen fiir die Jahre 76/80:

76/80
15-34 | 0.17
35-49 | 0.16
50-64 | 1.9

Zusammenfassend: Bedingt durch die schwankenden i, ist der Preis einer Tarifgarantie teuer.

Beispiel: KT 95: Zuschlag von 30% fiir mehrjéahrige Tarife. o

11.7.3 Griinde fiir die Zunahme von i,

* Wirtschaftliche Lage: Bei schlechter Wirtschaftslage steigen die Invalidierungswahrscheinlichkeiten.
* Hohere Leistung (v. a. in 2. Sdule): Bei tiefen Leistungen reicht die Invalidenrente nicht.

* Zunahme 81/84 — 86/90: Innert fiinf Jahren hat i, um 90%, i, um 100% zugenommen. Wir sehen: Die
Schwankung von einer Tafel zur néchsten kann sehr gross sein. Deshalb verlangt die Versicherung einen
Zuschlag fiir mehrjdhrige Tarifgarantie.

11.7.4 Einfluss der Reaktivierung

Folgenden Aspekt haben wir bisher nicht betrachtet: Die Reaktivierung ist bei kurzer Invalidititsdauer wahrschein-
licher. Dies hat einen grossen Einfluss auf die Pramie bei kurzer Wartefrist (z. B. 3 Monate, 6 Monate). Fiir 24
Monate spielt die Reaktivierung keine grosse Rolle mehr.
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Die Abhingigkeit von r, von der Zeit ¢ ist ein exponentieller Abfall:

Tyt
y

>~ 1

Illustration:

Reaktivierungswahrscheinlichkeiten in %

Dauer der Invaliditét
0 Monate 2 Jahre 8 Jahre

15-34 ¢, 1 3 1

Iy 37 8 1

35-49 qi 4 3 3
Ty 27 7 0.5

50-64 ¢ 4 4 4
Ty 12 3 0.5

o 4| 4 4 3
Ty 19 4 0.5

* Die Sterbewahrscheinlichkeit von Invaliden ist in etwa konstant, sie kann also ziemlich global behandelt
werden. Sie ist jedoch erhoht im Vergleich zu den Aktiven.

* Die Reaktivierungswahrscheinlichkeit nimmt sowohl mit zunehmendem Alter als auch mit der Dauer der
Invaliditit ab. Deshalb schreiben wir r,, fiir die Abhéingigkeit vom Alter und von der Invalidititsdauer.

» Weil die Reaktivierung v. a. zu Beginn der Invaliditit Einfluss hat, gilt folgende Faustregel:

Einfluss der Reaktivierung beriicksichtigen, falls > 5%. Reaktivierung kann also ab dem dritten Jahr ver-
nachlissigt werden. o

11.7.5 Modellierung von r,,

Illustration: KT 95

Syt = gx+¢ +0.008 + e 0% (c; —cox)
Syt = qy+: +0.007 + e 1 (c3—cyy)
| S ——
4. bzw. g, Fat
feste Erhohung der nimmt
Sterblichkeit exponentiell
um 0.8 bzw. 0.7% ab

* Fiir Frauen nimmt die Reaktivierungswahrscheinlichkeit schneller ab als fiir Ménner.

* Die Reaktivierungswahrscheinlichkeit nimmt linear mit dem Alter ab. o
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11.7.6 Invalidititsgrad

Der Invalidititsgrad ist abhéingig vom wirtschaftlichen Umfeld, vom Verhiltnis der Invalidenrente zum Lohn als
Aktiver. iy ist in entsprechender Statistik eine ziemlich konstante Grosse. Deshalb verwenden wir konstante Fak-
toren: 85% oder 75%.

11.7.7 Berechnung

* Wir gehen von folgendem Modell aus:

ey

D

¢ Wir verwenden Kommutationszahlen

der Aktiven der Inv.aliden
D¢ =1¢-v* D, =1V
Ny = IEOD?M N, = kEOD;Jrk

¢ Es gilt die Rekursion:
Ly =R —qf — i) l;+l = L1 —re—qy) + 1 i

Mit Hilfe der Kommutationszahlen konnen wir wiederum die wichtigsten Grossen berechnen.

11.8 Barwerte fiir Versicherungen

11.8.1 Aktivitiatsrenten

Eine Aktivititsrente ist eine Rente, die bezahlt wird, solange der Versicherte aktiv ist.
Frage: Wer braucht eine Rente, solange er gesund ist?
Antwort: e Eine solche Rente konnte eine Altersrente sein.
Diese Renten sind ganz typisch fiir Versicherungen: Primie wird bezahlt. Pridmienbarwert nur

dann, wenn der Versicherte aktiv ist. = Prdmienbarwert mit Pramienbefreiung im Invaliditiits-
fall.

Wir unterscheiden folgende Aktivititsrenten:

. 1. va _ N¢
1. lebenslénglich: it = o
N&—N¢
a 1 . sa _ Wx x+n
2. temporir bis x+n:  d =
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3.

4.

Frage:

Antwort:

unterjihrig bzw. vor- und nachschiissig: analog wie frither
Beispiel: @™ =44 —0.375 o
Primienbefreiung im Invaliditiitsfall am Beispiel der gemischten Versicherung:

Ay sei die Einmaleinlage. Mit P;ﬂ bezeichnen wir die Primie mit Pridmienbefreiung im Invalidititsfall.

Es gilt nach dem Aquivalenzprinzip: P;’:m Sl = Axn) bzw. Pgﬁ] =

x|
x:n-\ xXn

a“w

Bereits frither haben wir P51 kennen gelernt.
Welche Beziehung gilt zwischen P,.;) und P)Zﬂ ?

Pem < P;ﬂ, weil c'ifm] < d5]- Weniger mathematisch kann man dies so formulieren: Der Primien-
barwert d;ﬂ fiir eine Aktivititsrente ist kleiner gleich dem Barwert fiir die gesamte Population.
(U

] MUsS der Versicherte nur als Aktiver zahlen, deshalb muss diese Pramie hoher liegen.)

11.8.2 Laufende Invalidenrenten

1.

lebensliinglich: . = g—’}

Dies ist eine typische Leistung fiir EVK und VZ-Tafeln. Im Gegensatz dazu wird beim Kollektivtarif die

Invalidenrente nur temporér bezahlt, dafiir bekommen alle eine Altersrente.

" . Ni_Ni
1 . ) _ Y x+n
2. temporir bis x + n: Ao = =
Lim) i om=1q Di,
ax:ﬂ 7ax:ﬁ'\ 2m (1 DL )

3. unterjihrig:

11.8.3 Formeln im KT 95

Grundzahlen fiir den KT 1995

Variable

v

qx
w
4
X

i

S o

><\

= o

Sxl ¢

B

[e]}

Bedeutung

Technischer Zins

Einjdhriger Diskont

Einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit
Wartefrist im Monaten

Einjdhrige Invalidierungswahrschein-
lichkeit

Einjdhrige Invalidierungswahrschein-
lichkeit

Invalidierungsalter

Mittlerer Invaliditédtsgrad
Invaliditdtsdauer
Ausscheidewahrscheinlichkeit
einen Invaliden

fiir

Sicherheitszuschlag bei mehrjdhriger
Versicherung

Bemerkung

35%
v=1/(1+i)
nach GKM 1995.

nach KT 1995 fiir Invaliditit.
ev. mit Zuschlag.

d.h. Zeitpunkt der Invalidierung.

85 %.

Abgelaufene Zeit seit der Invalidierung.
Wabhrscheinlichkeit fiir einen Invaliden aus dem Invali-
denbestand infolge Tod oder Reaktivierung auszuschei-
den in Abhingigkeit vom Invalidierungsalter x' und der
Invaliditédtsdauer 7.

Beim KT 1995: 30 %

Die folgende Tabelle definiert die Werte der obigen Variablen:
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Variable
i

qx
3.6 12 24
Lo s Iy Iy

Sxl ¢

Qu o

Definition

Anwendungsvorschriften KT 1995 Absatz 10.1
Anwendungsvorschriften KT 1995 Anhang 3 Tabelle 1.1
Anwendungsvorschriften KT 1995 Absitze 10.3.2.1 und 10.3.2.2
Anwendungsvorschriften KT 1995 Absatz 10.3.2.4

=85 %
=30%

Die Zuschldge fiir nicht im Kollektivtarif 1995 tabellierte Wartefristen entsprechen denjenigen des KT 1980. (An-
wendungsvorschriften KT 1980 Abs. 14.2.1)

Kommutationszahlen und Barwerte fiir KT 1995

Variable
Lx

Dy

ji

Xt

D,

Xt

Ni,

Xt

2o
a [
X ps—x'—t]
..i(12)
X ts—x'—t]

di,vv(lZ)
X ts—x'—w/12]

Definition

Zahl der Lebenden /;5 = 100000
=Vl

=L, (I=sv,)

, .
— +t gl
=" lx,J

o—x
= Z D,l\c’,u
u=t ’

Ni, —Ni
_ Xt X s—x
=
X,

1

, D,
— 11/24(1 — =5=)

= (1—(w/12—[w/12]))d""?

i(12)
[W/lz])ax/,[w/IZ]Jrl:Wv/lz]*l_W (12)
W g W12H2.D 104
=i -gv Dy-1.04-d =

X w/12]:s—x'—[w/12]

5=l i
= MZ:ZXDu:s—u

W+(W/12_

Bemerkung

KT 1995 Abs. 10.5.2.1
KT 1995 Abs. 10.5.2.2
KT 1995 Abs. 10.5.3.1

KT 1995 Abs. 10.5.3.2.1

KT 1995 Abs. 10.5.3.2.1

KT 1995 Abs. 10.5.3.2.2

analog KT 1995 Abs. 10.5.3.2.2

analog KT 1995 Abs. 10.5.3.3.1

analog KT 1995 Abs. 10.5.3.3.1

KT 1995 Abs. 10.5.3.3.1

11.9 Berechnung der Einlagesitze fiir die Invalidenrente nach KT 1995

Der Einlagesatz fiir diese Versicherung berechnet sich nach der Formel:

ai,w

Einlagesatz = E =(1+6)-1.25-

xs—x|

N

X

s—x]
D,

Figur 11.9 zeigt den Barwert fiir eine einjahrige Anwartschaft auf eine Invalidenrente nach KT 1995, welche bis
zum Alter 65 ausbezahlt wird. Man beachte hierbei die Abhéngigkeit vom Geschlecht und der Wartefrist.
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0.02
0.018 Parameter a :0.0015985 B
Parameter b :0.043709
0.016 - Parameter ¢ :1.0786 /A
Parameter d :-3.1177
0.014 Parameter e :—0.003896 -
0.012 i
/
0.01r Fehler :77.9272 . —
0.008 N
0.006 - B
0.004 - B
0.002 = B
-
0 / 1 1 1 1 1 1 1 1 1
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Abbildung 11.9: Invaliditdtsmodell nach KT 1995.
Verschiedene natirliche Invaliditatsversicherungen
0.1 T T T T T

T T
= Mann WF 3 s/65
= = Frau WF 3 s/62
Mann WF 24 s/65
. Frau WF 24 s/62

Jahrespramie

1
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Alter

Abbildung 11.10: Pramie fiir eine Invalidenrente nach KT 1995.
11.9.1 Invalidititskapital

* Die Invalidititskapitalversicherung ist technisch einfacher zu berechnen als die Invalidenrente.
* Sie ist eine gefihrliche Versicherung wegen Antiselektion.
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227
20+ E
% :
18 / ~__ b
16 = i
14 o ]
[ o~
e 12 ‘ | i
[ | |
s | A
< | =
m 10+ ‘ ‘\ |
i | ‘
| |
8r | | -
| “ | | ‘ //J\
| | | /
6 | ‘ | | \ b
“‘ \‘ [ | “ \“
| i |
ar ||| ‘ J ‘ | ‘ ]
2H || ‘ | | | “ b
| | * | |
‘ | | w ‘
0 | | ! | | / ‘
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Alter

Abbildung 11.11: Barwert fiir eine laufende Invalidenrente nach KT 1995.

* Die Invalidititskapitalversicherung unterliegt einer gewissen subjektiven Komponente (besonders im Zu-
sammenhang, dass die Leute gerne von der Versicherung profitieren mochten).

 Die Versicherung senkt das Invalidititskapital linear in den letzten fiinf Jahren.

Kapital
A

x+n—>5 x+n

Wir fithren neue Kommutationszahlen ein:
ai +t+1 a
Gy =V s I8y,

M =y,
=

Cfit bezeichnet die Anzahl derjenigen Leute, die im Alter x + ¢ invalid werden. Es gilt:

i Mgml,
gl D¢

Dies ist eine spezielle Form: Gemischte Versicherung mit vorzeitiger Auszahlung im Falle dauernder Invaliditét.

Diese Versicherung wird meist mit folgender Formel berechnet:
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normale gemischte Versicherung: A,z = 1 —ddi,q

diese spezielle A)‘;fm =1- a’c’z’)’j:m
Frage: Wieso ist i, fiir Invaliditétskapitalversicherungen anders als fiir die Invalidenrenten?

Antwort:  Bei Invalidititskapitalversicherungen wird eine voraussichtlich dauernde Invaliditit gefordert. Bei In-
validenrenten kann die Invaliditit auch temporér sein. Wir machen also eine spezielle Ausscheideord-
nung.

11.10 Berechnung der Einlagesitze fiir die Invalidenrente

Der Einlagesatz fiir diese Rente berechnet sich nach der Formel

Sai,w

iw o ~ xi5—x|
1

25% Kosten auf Einlage fiir anwartschaftlich Versicherte
6 = 30% Risikozuschlag fiir mehrjihrige Tarife (weil i, so stark schwanken kann von Jahr zu Jahr.)

Bild 11.3 zeigt den Barwert fiir eine einjahrige Anwartschaft auf eine Invalidenrente nach KT 95, welche bis zum
Alter 65 ausbezahlt wird. Zu beachten ist die Abhingigkeit vom Geschlecht und von der Wartefrist.

Dieser Formelapparat ist extrem kompliziert. Mit dem Markovmodell erreichen wir dasselbe Resultat mit weniger
Aufwand. (vgl spaiter)

11.10.1 Periodische Primien fiir die Invalidititsversicherung

Die periodischen Pramien fiir die Invaliditidtsversicherung bestimmen wir analog wie frither. Wir miissen nur die
Priamienbarwerte anpassen.

_ Einlagesatz o pl_ Einlagesatz

" v
xn] ax:ﬁ]

Es gilt: PY) > P, weil df:m <)

wobei ps: Primiensatz einer Invaliditdtsversicherung, z. B. 3%.

i
. L. ..q . . ea _ Yxm)
Wir konnen Ay approximieren: diz = 1 G,

11.10.2 Markovmodell fiir Invaliditét

Wir betrachten die Modellierung einer temporéren Invaliditdtsversicherung mit dem Markovmodell:

I'x

Ix
a

9x
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(Modell ohne Beriicksichtigung der Reaktivierungsabhingigkeit von der Invaliditdtsdauer.)

Somit ist die Reaktivierung nur von einer Variablen, dem Alter, abhingig. Wir wollen die starke Abhingigkeit von
1y, von t beriicksichtigen. Dazu beniitzen wir einen Trick. Wir fiihren zusitzliche Zusténde ein.

Neues Modell:

i
QX,I‘

T * & &1 %) O3 e Fn-1 QQ
o 17

i
L—re— xt

Abbildung 11.12: Markovmodell fiir Invalidititsversicherungen

(< ist ein absorbierender Zustand.)

Frage: 1 Wie gross wihlen wir n?

2 In welche Richtung geht die Sicherheitsmarge?

Antwort: 1 Je mehr Zustinde wir haben, desto billiger wird die Invalidenrente, weil mehr Realisierungen
zugelassen sind.
Abbildung 11.6 zeigt den Barwert einer sofort beginnenden Invalidititsrente fiir verschiedene n.
Wir sehen: Der Unterschied zwischen vier und zehn Zusténden ist sehr klein. Wir kénnen also
das Modell auf n =4 begrenzen.

2 Einlagesatz geht mit zunehmendem n zuriick. Das heisst, wir bendtigen eine zusitzliche Sicher-
heitsmarge.

Figur 11.10.2 zeigt die Abhéngikeit des Barwertes fiir eine laufende Invalidenrente von der Anzahl nicht absorbie-
render Zustinde.
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25000
= = 2 Nichtabsorb. Zustande
—_—_ T T = = = 4 Nichtabsorb. Zustande
—_ ~
- =< \ 6 Nichtabsorb. Zusténde
L omm mm == mm ae ~ ——— 10 Nichtabsorb. Zustdnde
20000 1= S
N « N
<. N\
-~ N \
L \
15000 AN
< RN
\\\
AN
10000 =X
5000 1 \ N
N
0 T T T T T — T T T T T —

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 6

Alter

Abbildung 11.13: Barwert einer sofort beginnenden Invalidenrente.

Die Festsetzung der Rente wird durch das Markovmodell viel einfacher. Die Rechnungen werden transparenter, es

treten weniger Fehler auf.

Rente:
o idd: al™(t) = 1, alle anderen 0
1 falls t<x+n
. il pre —
Gl (1) { 0 sonst
Laufende Invalidenrente:
: 1 falls t<x+n
. i N . pre _
a;:m (©)): de, (1) = { 0 sonst

Damit ist schon alles definiert. Nun konnen wir beispielsweise den Barwert einer temporiren Invalidenrente be-

rechnen:

i

*a

X7

° =V, (x+1)

i
X,tis—x—t
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Kapitel 12

Kostenzuschlage

12.1 Einfiihrung

Bisher haben wir nur Nettoprdmien betrachtet, d.h. wir haben den Aufwand fiir die Versicherungsleistung einge-
rechnet, jedoch die mit der Fithrung einer Versicherung verbundenen Kosten nicht beriicksichtigt. Diese Kosten
miissen allerdings auch gedeckt werden. Wir haben also die folgenden drei Rechnungsgrundlagen fiir die Prami-
enberechnung:

¢ Sterblichkeit
e Zins

¢ Kosten

12.1.1 Anfallende Kosten

In einer Versicherungsgesellschaft fallen folgende Kosten an:

1. Verwaltungskosten:
* Risikopriifung (beim Abschluss einer Versicherung)
¢ Priamieninkasso (Einziehen von Geldern), Praimienexkasso
* Bestandesfiihrung

¢ Rechnungswesen

2. Kapitalanlagekosten: Kosten, die durch die Bewirtschaftung der Geldeinlagen entstehen.

3. Abschlusskosten: Zu den Abschlusskosten zéhlen vor allem die Provisionen der Versicherungsvertreter. Ein
solcher Vertreter wird zweistufig entlohnt:

¢ Fixlohn von z.B. 1400.- CHF
* Provision fiir jeden abgeschlossenen Vertrag.
Der Fixlohn ist tief, dafiir sind die Provisionen relativ hoch. In den 80er/90er-Jahren haben die Versiche-

rungsvertreter sehr viel verkauft und daher verdient. Unterdessen ist eine gewisse Sittigung des Marktes
spiirbar. Um die Vertreter zu motivieren, werden unter anderem auch Wettbewerbe durchgefiihrt.
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12.1.2 Bruttoprimien

In der Theorie der Versicherungsmathematik unterscheiden wir vielfach zwischen ausreichenden Prdmien und
Bruttoprdmien.

Definition 12.1.1 (Ausreichende Priamien): Als ausreichende Priamien bezeichnen wir Pramien, welche sich auf-
grund der Einrechnung aller drei Grundlagen (vgle. 12.1.1) ergeben, wobei Sicherheitsbediirfnisse beriicksichtigt
sind. o

Definition 12.1.2 (Bruttoprimien): Bruttopramien sind diejenigen Pramien, welche der Versicherte bezahlen
muss. Sie konnen unter Umstdnden von den ausreichenden Pramien abweichen, weil gewisse spezielle Zuschlige
bzw. Rabatte hinzukommen. o

In der Praxis wird auf diese Differenzierung meist verzichtet, wir sprechen nur von Bruttopriamien.

Notation: Wir bezeichnen Bruttoeinmaleinlagen und Bruttoprdmien, indem wir den Nettowert
mit” versehen, also zum Beispiel /. (Diese Regelung ist allerdings nicht einheitlich!) o

12.1.3 Modelle

Es gibt sehr viele verschiedene Kostenmodelle.

Beispiel:
Verwaltungs-
kosten
A
) S heute

Verlugtbereich 555500929002 Gewinnbereich (Verwaltungskosten)

\... — - O~ 0000000000000 FixkOSten

o,/’/
>~ Priamie

Abbildung 12.1: Kostenmodelle im Vergleich

o

Im folgenden behandeln wir die klassische Form der Kosteneinrechnung. Diese Tarife gelangen in der privaten
Versicherung hédufig zum Einsatz. Die Kosten der Pensionskassen sind meist von aussen gedeckt, sodass diese
nicht in die Tarifberechnung einfliessen.

Bemerkungen:

* Die Kosten lassen sich auch implizit ins Modell einbeziehen: Man kann zusétzliche Margen bei Zins und
Sterblichkeit einfiihren. Dieses Vorgehen ist allerdings wenig transparent.

 Die Spartarife BVG sind ohne Kostenzuschldge. Die Kosten werden iiber die Zinsmarge gedeckt. o

12.2 Das «, 3, 7-System

Die anfallenden Kosten werden in drei Gruppen aufgeteilt: o-Kosten, 3-Kosten und y-Kosten.
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12.2.1 o-Kosten

a-Kosten (auch: Abschlusskosten) sind Kosten, die im Zusammenhang mit einem Neuabschluss einer Versicherung
entstehen. Dazu gehoren:
* dussere Abschlusskosten

— Entschiddigungen an Akquisitionsorgane (Abschlussprovisionen, Spesen)
— Fixkosten Aussendienstorgane

¢ innere Abschlusskosten

— drztliche Untersuchungen

— Policenausfertigung
Die Zuteilung bei den inneren Abschlusskosten zu einzelnen Gruppen ist nicht immer einheitlich gehandhabt. Fiir
die Analyse des Geschéftsergebnisses ist Abgrenzung wichtig.

a misst die Kosten, welche beim Abschluss einer Versicherung zu bezahlen sind. Wir geben « in Prozent der
Versicherungssumme oder des massgeblichen Rentenbarwerts an. Bei Versicherungssummen betrigt die Grossen-
ordnung fiir & 3% bis 5%.

Beispiel: Wir betrachten eine gemischte Versicherung A7), x = 35, n = 30. Die Leistung L sei 100000.—CHF,
die Einmaleinlage EE betrage 45'000.—CHF, a = 4%, dy) = 20.

Abschlusskosten: o - L = 4'000.—CHF

Priimie P: EE _ 2/7250).—CHF

Ay:)

Wir sehen an diesem Beispiel ein grosses Problem der Versicherung: Die Abschlusskosten sind deutlich grosser als
die Priamien, welche die Versicherung im 1. Jahr einnimmt. Sie muss also die Abschlussprovisionen vorfinanzie-
ren. (Dies geschieht tiber das Eigenkapital der Versicherungsgesellschaft, spitere Gewinne werden einbehalten.)
Technisch gesehen entsteht ein Verlust fiir die Versicherungsgesellschaft im 1. Jahr. o

Ilustration: Gewinnprofil einer Police

P/L

Die Pay-Back-Periode dauert etwa 3.5 Jahre. Da-
nach wirft die Police nur noch Gewinne ab.

>t

Abschlussverlust

12.2.2 [3-Kosten

B-Kosten (auch: Inkassokosten) sind die Kosten, die mit dem laufendem Einbezug der Primien zusammenhéngen.
Die f3-Kosten sind meist proportional zur Primie, typischerweise betriigt § 2% bis 3% der Bruttoprimie.

Beispiel (Fortsetzung):
Sei f =2%.
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Inkassokosten pro Jahr: B-P’'=45—CHF o

Die -Kosten waren friither sehr wichtig, weil das Inkasso sehr aufwindig war. Mit den modernen elektronischen
Moglichkeiten verlieren die -Kosten an Bedeutung. Wir konnen den Unterschied zwischen - und y-Kosten
vernachléssigen.

12.2.3 y-Kosten

Unter y-Kosten fallen alle Verwaltungskosten, welche nicht zu den 3-Kosten gehoren. Insbesondere:

* Personalkosten

* Anlagekosten

* EDV

* Miete der Geschiftsraumlichkeiten

¢ Steuern und Abgaben

Typischerweise ist y proportional zur Versicherungsleistung, und zwar betrégt y etwa 1 bis 3 Promille.

BEMERKUNG: Es gibt auch andere Moglichkeiten: Wir konnen die Kosten beispielsweise von der Primieneinnah-
me abhingig machen, zum Teil existieren auch Fixkosten. Die Annahme ist also relativ grob. (Betriebswirtschaft-
lich existieren genauere Systeme, aber die sind deutlich komplizierter.)

Beispiel (Fortsetzung):
L= 100000, y = 0.003

Verwaltungskosten: Y- L =300.—CHF

Zusammenfassung des Beispiels:

al| B | v r
=0 | 4000 | 47 | 300 | 4347
t=1 — | 47 | 300 347
t=2 — | 47 | 300 347

o

Bemerkung: Heute werden - und y-Kosten oft zusammengefasst unter dem Oberbegriff Verwaltungskosten. o

12.3 Beispiele

Wir betrachten drei bedeutsame Beispiele:

* sofort beginnende Rente gegen Einmalpriamie
* aufgeschobene Rente gegen periodische Pramien

» gemischte Versicherungen gegen periodische Pramien
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12.3.1 Sofort beginnende Rente gegen Einmalprimie

Bezeichnungen: Nettobarwert:  d,

Bruttobarwert: !

Nach dem Aquivalenzprinzip folgt mit dem Kostenzuschlags-Ansatz:

Wenn wir die Gleichung nach a';’ auflosen, erhalten wir: y =55+

Bemerkung: Wir haben dabei vorausgesetzt, dass sich ¢ auf die Bruttoeinmalpriamie bezieht. (Eine andere Mog-
lichkeit ist die 10fache Rente: Anstelle von o] setzen wir 10a..)

Die y-Kosten sind jihrlich auf eine Rente von 1 zu entrichten. Sie entsprechen also dem Barwert einer lebensléng-
lichen Rente vom Betrag 7. o

12.3.2 Aufgeschobene Rente gegen periodische Primien
Bezeichnungen:  Nettobarwert: dx

Nettopriamie:  P(,dx)

Bruttopramie:  P"(,dix) = P
Nach dem Aquivalenzprinzip gilt:

Gl = P i) =g i OP" -l + PP i) + Vi

n\d+7dx

. /I onTTimx
Es folgt also: P’ = (T—a—B)im

Bemerkung: Die o-Kosten werden auf den Barwert der insgesamt zu zahlenden Bruttopramien bezogen. (Eine
andere Moglichkeit: Die o-Kosten auf die Bruttoprimie beziehen und dann nur aP” verwenden.)

Die 3-Kosten sind jahrlich zu entrichten auf die Pramie bis zum Schlussalter bzw. bis zum Ende der Primienzah-
lungen. Wir miissen daher eine temporire Rente vom Betrag BP” verwenden.

7Y ist wie zuvor auf eine lebensldngliche Rente bezogen. o

Bemerkung: Wir konnen y unterschiedlich ansetzen wihrend der Primienzahlungsdauer und der Rentenbezugs-
dauer. Dazu teilen wir y auf:
" fiir Anwartschaft
7, fiir die Laufzeit mit » > 9
Wir ersetzen dann yd, durch %1 dy.z) + 2 ) ix- o

12.3.3 Gemischte Versicherung gegen periodische Primien
Bezeichnungen:  Nettobarwert: A,

Nettopramie: Pz
Bruttoprimie: P, fﬂ

Nach dem Aquivalenzprinzip gilt:
P,Zﬂ dx:ﬁ] = Ax:ﬁ] +a+ ﬁp)g/ﬁ] dx:ﬂ + ’ydx:ﬂ
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Es folgt also: P)Zﬁ] W#?ﬂ

Wir erinnern uns an die Formel: A,.71 = 1 — dd51. Wir setzen sie ein und erhalten

P lt+a 1 Y—d
X:ﬂ_l_ﬁ éix:ﬂ l_ﬁ

Noch einleuchtender ist die Darstellung:

PAWW: —d, d.h = x:ﬂ"‘d
Ay] Ay
P// _ 1+ do+ Y
Xl T x| 1-B
<2 A
Also erhalten wir die Formel: P/ fﬂ = 2P + 1

12.4 Weitere Kommentare zur Bruttopriamie

12.4.1 Zuschlige und Rabatte

Zu Beginn wurde erldutert, dass die vom Versicherten zu zahlende Primie unter Umstinden noch weitere Bestand-

teile enthalten kann. Davon wollen wir jetzt die wichtigsten betrachten:

1. Risiko: Zuschldge fiir gefihrdete Risiken, Rabatte fiir ausgezeichnete Risiken

Bei Todesfallversicherungen sind Zuschldage moglich, falls das abzuschliessende Risiko gegeniiber dem Nor-

malfall wesentlich erhoht ist.
BEISPIELE:

* Friither erlittene Krankheiten, die Korperkonstitution und der heutige Gesundheitszustand lassen auf
eine wesentlich geringere Lebenserwartung schliessen. Fiir grosse Summen gibt es drztliche Untersu-

chungen zur Festlegung solcher Zuschlige.

» Berufsausiibung ist dusserst gefahrvoll (z. B. bei Tiefseetauchern, Artisten, Rennfahrern...)

Bemerkung: Die heutige Tendenz verlduft in die Gegenrichtung: Es werden Rabatte gegeben fiir “Preferred

Lives” (z. B. Nichtraucher).

2. Zins: Zuschlige fiir unterjahrige Pramienzahlung

Diese Zuschlédge sind in fritheren Kapiteln bereits eingefiihrt worden.

3. Kosten: Kleinsummenzuschldge und Summenrabatte

&

Verschiedene Kosten sind fix, d.h. unabhéngig davon, ob eine grosse oder eine kleine Summe abgeschlossen
wurde. Diese Kosten werden zu wenig beriicksichtigt in diesem Kostenschema. Grosse Summen fahren ten-
denziell schlechter als kleine. Deshalb wird hiufig korrigiert durch Zuschlidge bzw. Rabatte, die in Promille
der Versicherungssumme bestimmt werden. (z.B. werden auf Summen unter 5’000 CHF Zuschlige erhoben,
auf solche iiber 25’000 CHF Rabatte gewiihrt.)
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12.4.2 Inventarprimie

¥ nennen wir einen “inneren” Zuschlag, o und  hingegen werden als “dussere” Zuschlige bezeichnet.

Nach klassischer Theorie steht der Zuschlag Y dem Innendienst zur Verfiigung. Die Primie ohne “dussere” Kosten
fiihrt zur sogenannten Inventarprdmie. Diese deckt den eigentlichen Aufwand fiir Versicherungsleistungen und
innere Verwaltungskosten. (Diese Aussagen gelten natiirlich nur, wenn keine Vermischung vorliegt.)

Notation: Die Inventareinlagen und -primien bezeichnen wir mit’, also beispielsweise fiir die gemischte Versi-
cherung:
Inventareinlage: A;:ﬁ] = Apqi| + Vi
!

Al
Inventarprimie: P A = = Pen +7Y ©

A7)

Die Inventareinlage ist der Betrag, den die Gesellschaft haben muss, um die Versicherung abzuwickeln. Sie findet
Verwendung z.B. in Fillen, in denen keine Abschlusskosten auftreten, also beispielsweise bei einer Policenum-
wandlung.

Bemerkung: Die Trennung zwischen a,f und 7 ist heute problematisch, da eine strenge Unterscheidung zum
Teil unmoglich ist. o
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Kapitel 13

Bilanz und Erfolgsrechung einer
Versicherungsgesellschaft

13.1 Einfiihrung und Bilanzierungsmethoden

13.2 Bilanz

Hier wird etwas iiber die Bilanzierung von Lebensversicherungsgesellschaften stehen:

* Wieso Bilanzen erstellt werden miissen
* Die wichtigsten Positionen einer LV Bilanz
* Die techischen Riickstellungen im Speziellen inkl. Zusatzreserven

* Deckungsstock

13.3 Erfolgsrechung

Hier wird etwas iiber die Erfolgsrechung einer LV Gesellschaft stehen:

* Die wichtigsten Positionen einer Erfolgsrechung
» Kapitalertriage

* Primien

* Schiden

¢ Kosten

13.4 Technische Analyse

Die technische Analyse einer Lebensversicherungsgesellschaft dient dazu festzustellen welche Gewinnquellen
welchen Anteil am Ergebnis der Gesellschaften haben. Sie dient dazu die folgende Frage zu beantworten:
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13.4.1 Wie machen Versicherungen Gewinn, wenn das Aquivalenzprinzip gilt?

Der Gewinn einer Versicherung ldsst sich folgendermassen darstellen:

Primie P
Leistung -L
Kosten -K
Deckungskapital -ADK
Kapitalertrag +KE

>0 = Gewinn
Wir konnen die Priamie P in drei Betrige unterteilen: P = I1g+ITg 4+ Ik

wobei I1g die Sparprimie, I1g die Risikoprdmie und Ik die Kostenprdmie bezeichnet.

Beispiel:
P = 2250.- CHF
I = 2000.- CHF
I1x = 200.- CHF
Ik = 50.- CHF
Vi = 38000.- CHF
Itechn. = 4%
Kapitalrendite = 5%
Nun betrachten wir die drei Prozesse einzeln:
1. Kapitalergebnis
Ertrag auf (DK +IIg) 5% -40°000.- = 2°000.-
- technischer Zins 4% - 40°000.- = 1°600.-
Kapitalergebnis 400.- (%)

Bemerkung: Typisch sind tiefe technische Zinssitze (z.B. 2.5%). Damit erhoht sich das Kapitalergebnis. ¢

2. Risiko
Risikopramie 200.-
- Schaden (L - DK) -160.- Schadenquote z.B. 80%
Risikoergebnis 40.- (D)
Bemerkung: Risikogewinn < Zinsgewinn o

3. Kostenergebnis

Eingerechnete Kosten 50.-
- Effektive Kosten -100.-
Kostenergebnis -50.-  (¢)
Bemerkung: In Kontinentaleuropa werden typischerweise zu wenig Kosten eingerechnet. o

Nun betrachten wir alle drei Prozesse zusammen:

Kapitalergebnis 400.-
Risikoergebnis 40.-
Kostenergebnis -50.-
Bruttoergebnis 390.-
Uberschuss* -200.-

Ergebnis vor Steuern ~ 190.-

* Versicherungen gewihren oft einen Zinsiiberschuss, z.B. 90% des Kapitalertrages.
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Eine Versicherungsgesellschaft bezahlt Steuern in der Hohe von ca. 25% des Gewinns. Das heisst auf dieser Po-
lice erzielt sie ca. 150.- CHF Gewinn nach Steuern. Dieser Gewinn ergibt sich aus dem Unterschied zwischen

eingerechneten und effektiven Einnahmen.

Welche Betriige von (), (A), (o) darf die Versicherungsgesellschaft behalten? Und welche gehoren

Frage:

Antwort:

dem Versicherungsnehmer?

Wenn die Versicherungsgesellschaft einen kleinen technischen Zinsfuss (z.B. 2.5%) hat, darf sie nicht

alles behalten. Hier gibt es oft sogenannte legal quotes.

Vor allem beim Risikoergebnis darf die Versicherung einen Gewinn erzielen, weil sie fiir die einge-

gangenen Risiken entschidigt werden muss.
Das Kostenergebnis ist meistens negativ. Um ein besseres Kostenergebnis zu erhalten, muss die Effi-

zienz erhoht werden.

13.4.2 Ermittlung der effektiven Kosten

Die Kosten konnen auf verschiedene Arten aufgeteilt werden:

* Nach Typen:
Die Kosten werden unterteilt und in die verschiedenen Konti iibertagen. Die Kosten werden also den Typen

zugeordnet, z.B. Lohne, Unterhalt der Liegenschaft, Sozialleistungen, Mieten, Unterhalt fiir Liegenschaft,...

* Nach Organisation:
Die Kosten werden direkt den Organisationen und Abteilungen belastet, welche die Kosten verursacht ha-

ben. Die Kosten werden also verursachergerecht zugewiesen. Es wird eine Vollkostenrechnung durchgefiihrt.

13.4.3 ILLUSTRATION: Was passierte im Jahr 2001?

Wir betrachten eine mittelgrosse Versicherungsgesellschaft mit einem Anlagevermégen von total 20 Milliarden
CHE. Das Deckungskapital betrage 18 Milliarden CHF.

Die Versicherung weist folgendes Profil auf:

Anteil | Rendite | Ertrag in CHF

Aktien 20% 7% | 4'000'000- 7% = 280'000
Obligationen 60% 4% | 12'000'000- 4% = 430000
Liegenschaften 10% 5% | 2'000'000- 5% = 100000
Hypotheken 10% 4% | 2'000'000- 4% = 80000

Total 940’000
Deckungskapital 3.5% | -18'000'000-3.5% = —630'000

Total 310'000

Die Versicherungsgesellschaft erzielte also einen Gewinn von 310'000.—CHF
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Im Jahr 2001 sind die Aktienkurse stark gesunken. Was passiert, wenn die Versicherung einen Verlust

Frage:
von 21% auf den Aktien aufweist?
Antwort:
Anteil | Rendite | Ertrag in CHF
Aktien 20% -21% | 4000000 (-21%) = —840'000
Obligationen 60% 4% | 12/000'000- 4% = 480’000
Liegenschaften 10% 5% | 2'000'000- 5% = 100’000
Hypotheken 10% 4% | 2'000'000- 4% = 80'000
Total —180'000
Deckungskapital 3.5% | -18'000'000-3.5% = —630'000
Total ~ —810°000

Der Verlust aus dem Aktiengeschiift betriigt: 4000000 CHF - (-21%) = —840/000 CHF. Die Versi-
cherung hat also einen totalen Verlust von 810’000 CHF.
Nicht nur die Versicherungsgesellschaften, sondern auch andere Gesellschaften (z.B. autonome Pensionskassen)
haben in Aktien investiert und grosse Verluste erlitten.

Wir halten fest: Die Aktien haben einen grossen Einfluss auf den Gewinn einer Gesellschaft. Je hoher der Akti-
enanteil einer Gesellschaft, desto grosser ist die Gefahr eines Verlustes. Andererseits kann ein hoher Aktienanteil

bei guten Aktienkursen enorme Gewinne bringen.

Frage: Wie gross sollte der Aktienanteil sein?

Antwort: Der Aktienanteil ist abhingig:
e von der Risikobereitschaft der Gesellschaft
e vom wirtschaftlichen Umfeld (Zeitpunkt des Kaufs der Aktien, Aktienkursentwicklung in den

letzten Jahren, Rendite von anderen Anlagen...)

Der Verlauf des Aktienmarktes in den letzten Jahren:

Aktienwert
/ Wieviel Zeit muss man zuriickgehen, bis man wieder auf 0 ist?
-t
Frage: Was passiert mit hohen Gewinnen?

Antwort:  Sie werden als Uberschiisse ausbezahlt (legal quote), oder es werden Reserven gebildet.
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Kapitel 14

Gesamtschadenverteilung

14.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden wir das kollektive Modell der Gesamtschadenverteilung kennen lernen.

14.1.1 Einfiihrungsbeispiel

Wenn wir nur eine Police einer einjdhrigen Todesfallversicherung betrachten, gibt es zwei verschiedene Schéden,
die mit unterschiedlicher Wahrscheinlichkeit eintreten: iiberleben bzw. sterben.

P(S)

F > Schaden §

Frage: Wie sieht es aus fiir n = 1000?

* Wie gross muss die Schwankungsreserve sein?

* Wie lasst sich die StopLoss-Pramie berechnen?
Bei der Einzelschadenverteilung wollen wir wissen, wie gross der Schaden S fiir n = 1 ist.

Die Dichte der Gesamtschadenverteilung konnte etwa so aussehen:

Dichte

y

k J(X — B)"dg, = Priimie fiir StopLossversicherung fiir ein Jahr

[
Selbstbehalt 8 Schaden
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14.1.2 Fragestellungen aus der Praxis

Wir betrachten ein gegebenes Portefeuille mit Lebensversicherungspolicen fiir eine gegebene Zeitdauer (z.B. 1
Jahr) und interessieren uns fiir die Verteilungsfunktion des Gesamtschadens.

Welche Verteilung ist angepasst?

Schaden

Fragen:

a) Kann eine Pensionskasse / Versicherung das Risiko selber tragen?
b) Wie gross soll die Schwankungsreserve sein?

c) Wie gross ist die Riickversicherungsprimie?

Ziel: Rezept zur Berechnung der gesuchten Grossen.

Annahmen: Portfolio n Policen
Schaden aus S
Police k
Police k P[Sk = 0] = Dk

P[Sk=sjt) = qjk

q jk

Pk

[
Sjk

(D.h. die Police k kann die Schadengréssen 0, s1x, - . ., S;x annehmen.)

gk kann z.B. die Wahrscheinlichkeit sein, an Ursache j zu sterben, s ist die entsprechende Risikosumme.

Ej)pk
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14.2 Normalverteilungsapproximation 141

Beispiel: Schadenhohe der Todesfallversicherung

> Schaden

Definition 14.1.1 (Totaler Schaden): Die Summe S = S|+ S2 + S3+ - - - + S, heisst totaler Schaden.

Annahme: (S;);—1., unabhingig.
Vorgehen: Zur Bestimmung der Gesamtschadenverteilung verwenden wir in einem ersten Schritt ein Approxima-
tionsverfahren. Es ist ein sehr grobes Modell, und wir werden anschliessend immer feinere Modelle verwenden.

14.2 Normalverteilungsapproximation
E[s)= Y Elsi
k=1

n
Var[s]“zbh Z Var[Sk]
k=1

m
E[S] =Y sik-ajc
=

m
Var(Si] = Y siq — E[Si]?
=

Fiir grossere Portfolios gilt approximativ der Zentrale Grenzwertsatz (nur exakt, wenn (S ) iid).
Also S ~ A (u,0?), u = E[S], 6 = Var[s].

Diese Methode funktioniert gut in der Nihe des Erwartungswertes. In den Schwinzen ist sie weniger befriedigend
(und dies sind genau die interessanten Gebiete in der Lebensversicherung beziiglich StopLoss).

-~

Schaden
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Es gibt bessere Methoden fiir die Schwiinze:

¢ Esschermethode

* Normal Power Approximation

Mit der Einfiihrung leistungsfahiger Computer haben diese Methoden an Bedeutung verloren.

14.3 Exakte Berechnung des totalen Schadens

14.3.1 Herleitung

Falls X und Y unabhiéngige Zufallsvariablen sind und Z = X + 7Y, so kann die Dichte f; via Faltung berechnet
werden. Es gilt:

f2le) = (<)@ = [ fe(@)-fyle=2)dz

Fiir diskrete Masse ist das Integral durch die entsprechende Summe zu ersetzen.

Illustration:
Y
7=3
3[R
2 N
1 N
x| X
0 1 2 3 4

P[Z=3] = PIX=0,Y =3]+PX =1,Y =2]+P[X =2,Y = 1]+ P[X =3,Y = 0]

= PX =0]P[Y = 3] +P[X = 1]P[Y = 2]+ P[X = 2]P[Y = 1]+ P[X = 3]P[Y = 0] ©
Es liegt also nahe, die Gesamtschadenverteilung mittels Rekursion zu berechnen:
m
P[S] +S+--+S, :X] = ZP[S] 4+ S, :JC7Sjn] -qJ'n+P[Sl +...8,1 :x] * Pn (14.1)

j=1

Problem: Dieses Verfahren ist sehr aufwéndig fiir grosse n.

Meist wird deshalb fiir x nur eine gewisse Anzahl von Werten zugelassen. Man muss also die s j; anpassen.

14.3.2 Anpassungsmethoden

Methode 1: Runden
Um den Erwartungswert beizubehalten, werden die Wahrscheinlichkeiten angepasst, und zwar wie folgt:

*
Sjk — sjk
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14.3 Exakte Berechnung des totalen Schadens 143

- S jk
qjk = 9jk ‘= 4jk
sjk

= 1= (gl + @+ + @)

Methode 2: Dispersion
Skalierung: kA

Um wiederum den Erwartungswert beizubehalten, werden auch die Wahrscheinlichkeiten aufgeteilt. Wir erhalten
das folgende Gleichungssystem:

+ _ . + _ .
S8 jk S k=S jk

- k
iy = T4k =~ qjk
N { Jjk SSik J A J

-
Cljk‘f'qj'k—ij

g st gt =su-q
Sk Dt Sj dji = Sjk4jk

+ sjkfsjk’ Sjk ™S jk
qjr = 7 4jk = qjk
Jjk Sk J A J

Beispiel: Diskretisierung A=1

a) P[S;=0]=08 P[S;=0.50]=0.1 P[S;=250]=0.1
b) P[S,=0]=07 P[S,=125]=02 P[S,=2.50]=0.1
¢) P[S3=0]=0.6 P[S3=1.50]=02 P[S3=275=02

0.05 0.05 0.05 0.05

| | |

0 1 2 3

0.15 0.05 0.05 0.05

| | |

0 1 2 3
0©‘,yichael Koller 0’15 0'05 Version 0.80, 7. Februar 2013
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0.1 0.1 0.05 0.15
0 1 2 3
0.1] 0.15 0.15

x=0 x=1 x=2 x=3
P[Si=x | 085 005 005 005
PlS;=x] | 070 015 010 005
PlS3=x] | 060 010 015 0.5

Anwendung von (14.1) mit kK = 2 und k = 3 liefert die Verteilung von S = S; + 5> 4+ 53 in zwei Schritten:

X P[S1+S2:x] P[S[+S2+S3 :x] P[SS)C]

0 0.5950 0.357000 0.357000
1 0.1625 0.157000 0.514000
2 0.1275 0.182000 0.696000
3 0.0900 0.180375 0.876375
4 0.0150 0.061500 0.937875
5 0.0075 0.038625 0.976500
6 0.0025 0.018000 0.994500
7 0.003625 0.998125
8 0.001500 0.999625
9 0.000375 1.000000

In einem realen Portfolio (z.B. eine Pensionskasse mit 1000 Mitgliedern) ist der Rechenaufwand sehr gross. Die
Originalverteilung der Sy muss immer zuvor modifiziert werden. Um die Notation einfach zu halten, nehmen wir
an, dass die s j; bereits angepasst und ganze Zahlen sind (Dies ldsst sich immer erreichen durch eine geeignete Wahl
der monetiren Einheit.). Daher nehmen wir der Einfachheit halber an, dass s, = j, wobei wir an die Moglichkeit
denken, dass einige g j; verschwinden.

14.4 Approximation der Gesamtschadenverteilung durch die zusammen-
gesetzte Poissonverteilung

Definition 14.4.1 (Erzeugende Funktion): Die erzeugende Funktion Wy einer Zufallsvariablen X fiir X (Q) C Ny
ist gegeben durch
Wy : 2+ E[Z%]
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14.4.1 Exkurs: Faltung von Massen
Vi : @ — EF[e!?X] = i(9) ist die Fouriertransformierte des Masses . Fiir die Faltung zweier Masse gilt:
L*v=p[-v

Aus der komplizierten Faltung wird also eine einfache Multiplikation:

(a(g)o(V(p) = Ale) V(p)
—_—— —_——
als Funktionen punktweise Multiplikation

Die Faltung der Masse konnen wir dann einfach berechnen mit

ksl = (- Qe )Y

14.4.2 Herleitung

Wir nehmen an, dass die Verteilung die folgende Form besitzt:

P[Si=0l=px PlSk=jl=qx Jj=12,....m

Die erzeugende Funktion von S; unter Beriicksichtigung von py =1 — Z q i lautet:
=1

Ws, (z) = PkJFquk = quk (14.2)
j=1

d.h. wir konnen die momentenerzeugende Funktion einfach berechnen.

Die Verteilung von Sy wird approximiert durch die entsprechende zusammengesetzte Poissonverteilung mit

m
) = exp quk 7-1)) ~1+Zq,k —1) (14.3)
Jj=1 =

Ein Vergleich von (14.2) und (14.3) zeigt, dass die Approximation gut ist, falls die g j; klein sind.

14.4.3 Vorgehen

Wir ersetzen die exakte Schadenverteilung durch das entsprechende Poisson-Pendant und erhalten

m

Ws( Hgk =exp Zq(zj—l) , wobei ¢; = Zqu (14.4)
Jj=1

Dies bedeutet aber, dass S durch die zusammengesetzte Poissonverteilung approximiert wird. Das entspricht der
Modellvorstellung
S=X1+-+Xn

wobei N  Anzahl Schiden
X; Hohe des i-ten Schadens
N ~ Pois(q) mitg=q1+--+qm

Die gemeinsame Verteilung der X; (Schadenhohenverteilung) ist gegeben durch die Formel
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wobei p(j) = Wahrscheinlichkeit, dass ein Schaden den Betrag j hat.

= k!
Beispiel (Fortsetzung):
S3 0.05 0.05 0.05
\Y) 0.15 0.10 0.05
N 0.100.15 0:15
q1 q2 q3
.30 0.30 %&5 25

1) = ==
Sp)=2 D=  pO)=g
Der obige Ansatz heisst kollektives Modell.

Bemerkung zu (14.4): Die obige Formel fiir die erzeugende Funktion von S macht Sinn. Denn die Abbildung
¥:L*(R) — L*(R)
e

ist eine Isometrie. Auf Grund des Exkurses wissen wir, dass gilt

(fixfax.. ka

Der Produktoperator ist stetig mit Norm < 1. Deshalb gilt

15k — & T (s —gx) H H Sk —8k)|
k=1 k=1
<
14.5 Rekursive Berechnung der zusammengesetzten Poissonverteilung
Bezeichnungen:
f(x):==P[S=4]
F(x):=P[S <4]
<

Es gilt F(0) = f(0) =P[S=0] =P[N=0] = ¢4

Panjer Rekursion

ZJ q;- flx—Jj), x=1,2,3,...
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Mit dieser Formel konnen wir f(0), f(1),... in dieser Reihenfolge berechnen.

Beispiel (Fortsetzung):

£(0) = 0%

f(1)=03-£(0)

f(2) = 3(0.3- £(1) +0.6- £(0))
f(3)=1(0.3-£(2)+0.6- f(1)+0.75- £(0)

f(4)

etc.

]

1(0.3-£(3)+0.6- f(2)+0.75 - £(1)

)
)

Die numerischen Resultate sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt, wobei die Partialsummen F (x) natiir-

lich auch rekursiv berechnet werden konnen.

x| f) | Flx) x| flx) | F(¥)
0]0.427415]0.427415 |10{0.001302|0.998886
110.128224|0.555639 |11]0.000645{0.999531
2/0.147458]0.703098 (12{0.000277|0.999808
310.147244|0.850342 |13]0.000111{0.999920
410.05720410.907546 [14/0.000049|0.999969
5/0.043220(0.950766 |15]0.000019|0.999988
6/0.026287(0.977053 |16{0.000007|0.999995
7/0.010960(0.988014 17{0.000003|0.999998
810.006434|0.994448 |18]0.000001{0.999999
910.003136(0.997584
Vergleichen wir fiir einige x-Werte:

x| f(x F(x) |P(S1+S2+83<x)

010.427415|0.427415 0.357000

1]0.128224(0.555639 0.514000

2 10.147458|0.703098 0.696000

4 10.057204|0.907546 0.937875

8 10.006434{0.994448 0.999625

16/0.000007{0.999995 1

Nachdem wir dieses Beispiel berechnet haben, wollen wir die Panjer-Formel beweisen.

Beweis der Panjer-Formel:

Wir betrachten die erzeugende Funktion von S. Einerseits ist definitionsgeméss

¢(2) = i()f(x)zx

Andererseits gilt

log 5(2) =Y. a7~ 1)
=1
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weil

Aus der Identitit

folgt daher, dass

Y if()e! = ( y f(y)zy> (ijqu“>
x=1 0 Jj=1

q;(z—1))

(ngE

8(z) =[] &x(z) = exp(

k=1 j

~
I

d

;Zg(Z) = g(Z)d%log g(z)

y=

Dies bedeutet, dass die beiden Potenzreihen iibereinstimmen. Folglich stimmen auch die Koeffizienten iiberein.
Ein Vergleich der Koeffizienten von z*~! ergibt

womit die Behauptung bewiesen ist.

xfe) =) flx=j)ig;

™=

1

J

Bis jetzt haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dass nur positive Schiden auftreten. Falls die Schidden auch
negativ sein konnen, zerlegen wir den Gesamtschaden in S = S —S~, wobei ST die Summe der positiven Schi-
den und S~ die Summe der Absolutbetrige der negativen Schiden ist. Man kann zeigen, dass ST und S~ auch
zusammengesetzte Poissonverteilungen haben, und dass ST und S~ unabhiingig sind. Nun berechnet man getrennt
die Verteilungen von St und S, beispielsweise unter Anwendung der Panjer-Formel, und erhélt schliesslich die
Verteilung von S durch Falten der Verteilungen von S und S~

Frage: Was bedeutet “positive” und “negative” Schiaden?

Antwort:

Gemischte Versicherung: Der Schaden ist immer positiv:

Finanzierung einer Altersrente: Es konnen positive und negative Schéaden auftreten.

po
Sc
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14.6 Riickversicherung 149

Erlebensfallversicherung: Hier treten nur negative Schiden auf.

negativer Schaden

14.6 Riickversicherung

14.6.1 Gesamtschaden

Dichte
y
k J(X — B)"dg, = Primie fiir StopLossversicherung fiir ein Jahr
: -
Selbstbehalt 3 Schaden
S
4
Selbstbehalt
> Schaden

Bei einer StopLoss-Deckung mit Selbstbehalt  wird der allfillige Exzess des Gesamtschadens iiber den Selbst-
behalt vergiitet, d.h. es ist R = (S— )", und

S+II falls S<f

S=S4+4T—-(S-B)" = {ﬁ+H falls S>f

Dabei bezeichnen IT die Riickversicherungspramie und (S — )™ =: R die Riickversicherungsretention (Riickver-
sicherungsdeckung).

Beispiel (Fortsetzung): Excess of Loss Versicherung

Primie Im=1.1
Selbstbehalt =3

Falls der urspriingliche Gesamtschaden grosser als 3 ist, fillt er nur als 3 ins Gewicht. Die Verteilung von $ erhilt
man direkt aus der Verteilung von S:
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) F(x)
1.1 0427415 0.427415
2.1 0.128224 0.555639
3.1 0.147458 0.703098
4.1 0.296903 1.000000

Der Erwartungswert von S ist gross, E [S] = 2.41, dafiir ist das “Risiko” auf ein Mindestmass reduziert. o

14.6.2 Berechnung der Netto-StopLoss-Primie p(f3)

Frage: Wie hoch ist die Riickversicherungsprimie?

Antwort:

,-"/\ N

TP W)

i Riickversicherungsprimie
| h
E[s] B Schaden

Herleitung:
Es ist

p(B)=E[(S—B)"]= /(xfﬁ)dF(X)-
B

Partielle Integration fiihrt auf die Formel

Fiir ganzzahlige Werte von f ist also

woraus sich die Rekursionsformel

p(B+1)=p(B)—[1-F(B)]

ergibt. Indem wir mit p(0) = EI[S] beginnen, konnen wir sukzessive p(1), p(2), p(3), ..

kann dieser Prozess mit der rekursiven Berechnung von F(x) kombiniert werden.

Beispiel (Fortsetzung): Wir erhalten die folgenden Werte:
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B pB)

0 1.650000
1 1.077415
2 0.633054
30336152
4 0.186494
5 0.094040
6 0.044807
7 0.021860
8 0.009874
9 0.004322
10 0.001906

Bemerkungen:

* Wir haben hier das Erwartungswertprinzip verwendet. Dies ist jedoch nicht iiblich in der Riickversicherung,
weil der Erwartungswert zu klein ist, um die Schwankungen zu beriicksichtigen. Man verwendet daher
typischerweise das Varianzprinzip:

M=E[(S—B)"|+War((S—B)")

* Die tatsdchliche Pramie IT ist bedeutend grosser als die Nettopramie. o

Beispiel (Fortsetzung):
Im=1.1

p(3) = 0336152 }é Zuschlag =227% o

Bemerkung: Die Kenntnis der Nettoprdmie ermoglicht uns eine schnelle Bestimmung des erwarteten Gesamt-
schadens im Selbstbehalt. Es ist
E[S]=E[S]+TT—-p(B).

Beispiel (Fortsetzung): E[S] = 1.65+ 1.1 —0.34 = 2.41. o

14.7 Numerisches Beispiel

Das folgende Beispiel stammt von einer realen Pensionskasse mit 656 anwartschaftlich versicherten Personen
unter Risiko, mit einem erwarteten Schaden von 2°119°206 CHF. Die Verteilungsfunktion und die Stoplosspriamie
entsprechen in diesem Fall:

beta = 0.20 x E[S] Index 425 Wkeit 0.982971 E((S-beta)+) 27115'047.86
beta = 0.40 x E[S] Index 849 Wkeit 0.922806 E((S-beta)+) 27075’156.27
beta = 0.60 x E[S] Index 1273 Wkeit 0.803705 E((S-beta)+) 179477054.03
beta = 0.80 x E[S] Index 1696 Wkeit 0.639189 E((S-beta)+) 17701’993.42
beta = 1.00 x E[S] Index 2120 Wkeit 0.461675 E((S-beta)+) 17363’746.50
beta = 1.20 x E[S] Index 2544 Wkeit 0.304049 E((S-beta)+) 9977525.12
beta = 1.40 x E[S] Index 2968 Wkeit 0.183917 E((S-beta)+) 6687061.26
beta = 1.60 x E[S] Index 3392 Wkeit 0.103042 E((S-beta)+) 4127293.13
beta = 1.80 x E[S] Index 3816 Wkeit 0.053911 E((S-beta)+) 2367239.61
beta = 2.00 x E[S] Index 4239 Wkeit 0.026579 E((S-beta)+) 1267801.03
beta = 2.20 x E[S] Index 4663 Wkeit 0.012386 E((S-beta)+) 637995.51
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beta = 2.40 x E[S] Index 5087 Wkeit 0.005495 E((S-beta)+) 307592.61
beta = 2.60 x E[S] Index 5511 Wkeit 0.002332 E((S-beta)+) 137924.20
beta = 2.80 x E[S] 1Index 5935 Wkeit 0.000950 E((S-beta)+) 67061.21
beta = 3.00 x E[S] 1Index 6359 Wkeit 0.000373 E((S-beta)+) 27533.21
beta = 3.50 x E[S] 1Index 7418 Wkeit 0.000031 E((S-beta)+) 245.07
beta = 4.00 x E[S] 1Index 8478 Wkeit 0.000002 E((S-beta)+) 19.52
¢ Einzelschadenverteilung (Figur D)
* Gesamtschadenverteilung (Figur 14.7)
¢ Kumulative Schadenverteilung (Figur 14.7)
 Stop-Loss-Priamie (Figur 14.7)
Einzelschadenvert
0.09 T T
0.08 - b
0.07 b
0.06 - 4
0.05 q
0.04 - B
0.03- B
0.02 - b
0.011 4
0 M L I I L A L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
x 10

Abbildung 14.1: Einzelschadenverteilung.
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x10° Gesamtschadenvert

5 T

Abbildung 14.2: Gesamtschadenverteilung.

Wahrscheinlichkeit
1 T T

0.8

0.7

0.6

0.4

0.3

0.2

Abbildung 14.3: Kumulative Schadenverteilung.
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x 10° SLP
25 T

151 b

051 q

Abbildung 14.4: Stop Loss Pramie.
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Kapitel 15

Zur Berechnung des Embedded Value

15.1 Einleitung

Der Embedded Value (EV) und seine Entwicklung tiber mehrere Jahre dient zur Beurteilung der Leistung (Perfor-
mance) einer Lebensversicherungsgesellschaft und kann in zwei Teile aufgespaltet werden. Dies ist auf der einen
Seite der Barwert der kiinftigen Gewinne, welcher durch das eigentliche, auslaufende Versicherungsgeschift indu-
ziert wird. Um diese Grosse zu bestimmen, welche in angelsdchsischen Lindern mit PVFP (present value of future
profits) bezeichnet wird, sind Modellrechnungen nétig. Neben dem PVFP setzt sich der Embedded Value auch aus
den dem Aktionédr gehdrenden Mitteln zusammen, welche in der Vergangenheit durch die Eigenmittel und nicht
ausgeschiittete Betriebsgewinne gedufnet wurden, sowie aus demjenigen Teil der stillen Reserven (d.h. Differenz
zwischen den Marktwerten und den Buchwerten der Kapitalanlagen), welcher dem Aktiondr zugeordnet werden
kann. Dieses Aktionidrskapital wird in der angelsidchsischen Welt auch mit “Adjusted Net Asset Value” (ANAV)
bezeichnet und es gilt:

EV = PVFP+ANAV

Das ANAV kann aus freiem (ungebundenem) oder fiir die Abwicklung des Bestandes gebundenem Kapital beste-
hen, nach Beriicksichtigung der durch die Gesellschaft zu entrichtenden Steuern. Das freie Kapital konnte die Ge-
sellschaft dem Aktiondr unmittelbar zuriickzahlen; es steht ihr aber bei Nichtriickzahlung auch fiir die Finanzierung
ihrer langfristigen Geschiftstitigkeit frei zur Verfiigung. (Nur muss sie darauf eine entsprechende, risikoadjustierte
Kapitalanlagerendite erwirtschaften.)

Beim Embedded Value geht es um die Darstellung des wirtschaftlichen Wertes des bestehenden Portefeuilles; es
werden also keine zukiinftigen Neugeschiftsabschliisse beriicksichtigt. Es handelt sich somit nicht um die Markt-
bewertung der gesamten Unternehmung (resp. Appraisal Value = EV + Goodwill).

Der Berechnung des Embedded Values liegt ein auslaufender Bestand zugrunde (Run-off-Annahme). Als Basis
fuir die Festlegung der Annahmen fiir die Projektionen der zukiinftigen Ergebnisse (nach statutarischen Grundsét-
zen) wird hingegen das “going concern” Prinzip angewendet; d.h. es wird eine Fortsetzung der Geschiftstitigkeit
stipuliert. So werden insbesondere die Kostenannahmen aufgrund der heutigen Infrastruktur festgelegt. Der Em-
bedded Value wird stark durch die getroffenen Berechnungsannahmen beeinflusst. Annahmen und insbesondere
deren Anderungen von Jahr zu Jahr sind jedenfalls bei gesellschaftsinternen Prisentationen des Embedded Values
offenzulegen, und ggf. auch bei einer allfilligen Publikation nach aussen.

Die mit dem Diskontierungszinssatz oder Risk Discount Rate ausgefiihrte Berechnung des Barwertes der zukiinfti-
gen Ergebnisse entspricht dem Barwert der zukiinftigen Ertrige abziiglich dem Barwert der zukiinftigen Aufwin-
de, wobei alle Projektionsannahmen so realistisch wie moglich zu treffen sind. D.h. die Annahmen sollten weder
tiber- noch unterbewertet werden. Die Annahmen beinhalten in der Regel keine Sicherheitsmargen und werden im
angelsidchsischen Raum als “best estimate” bezeichnet.
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Grundsitzlich sollten bei einer Berechnung des Embedded Value folgende Punkte - soweit sie von Bedeutung sind
und die zukiinftigen, projizierten Ergebnisse beeinflussen - mitberiicksichtigt werden:

* explizit formulierte aufsichtsrechtliche Rahmenbedingungen wie z.B. Gesetzestexte, Verordnungen, Erlasse,
etc.,

 implizit angewendete Aufsichtsregeln (Usancen der Behorden),

» Statuten der Lebensversicherungsgesellschaft,

» angewendete Bilanzierungsrichtlinien,

» Geschiftspline und Geschiftspraxis,

* Marktregeln, Usancen.
Unter die oben aufgefiihrten Punkte fallen auch die angemessenen Erwartungen der Versicherungsnehmer (ver-
sprochene oder in Aussicht gestellte Endleistungen resp. Policyholder Reasonable Expectations (PRE)) sowie die
angewendete Praxis bei der Festlegung der jihrlichen Uberschussanteile und Uberschussgutschriften (Geschiifts-

plan). All diese Aspekte, welche durch das bestehende Portefeuille generiert werden, sind im Embedded-Value-
Modell zu beriicksichtigen.

Ebenso gehen die Aktuare bei der Reservierung am Jahresabschluss nach einer gewissen Systematik vor und bilden
Verstiarkungen (wie Langlebigkeitsreserven, Pauschalreserven, Schwankungsreserven, etc.)

Sie binden ein gewisses Kapital in der Zukunft, welches erst spiter in den Projektionen freigegeben wird und erst
dann dem Ergebnis wieder zufliesst, und somit heute nicht zum Nominalwert zur Verfiigung steht. Das gebundene
Kapital erzielt als Kapitalanlagerendite den durch die Gesellschaft erwirtschafteten Marktzinssatz. Weil der Dis-
kontierungszinssatz in der Regel grosser ist als der Marktzinssatz, kann man auch sagen, dass das heutige Kapital
um diejenigen Oportunitétskosten reduziert wird, welche durch den sogenannten “lock-in” Effekt verursacht wird.

Ziel dieses Modells ist es also, die Geschéftspolitik zu modellieren und transparent zu machen.

15.1.1 Unterteilung des Embedded Value

Der Embedded Value wird unterteilt in den PVFP und in das ANAV. Unter dem PVFP verstehen wir den Barwert
der kiinftigen Ertrage. Das ANAV berechnet sich ausgehend von den folgenden zwei Werten:

* “equity” (ausgewiesenes Eigenkapital)

* “adjustments” (Anpassungen zum Eigenkapital)

durch

ANAV = equity

+ adjustments

Die Adjustments beinhalten unter anderem:

» Stille Reserven, insbesondere den Aktiondren zugeordnete Bewertungsreserven auf den Kapitalanlagen,

* Riickstellungen, welche an die Abwicklung des Bestandes gebunden sind, aber dem Aktiondr zugeordnet
sind, usw.
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Zeit t 1+ At

t Vi(t)+P Ertrag: DK und Primie

t —alre(r) Aufwand: Rente

t -Kosten Aufwand: Kosten

t +... Andere

t+ At —V;(t+Ar) Aufwand: DK

t+ At + Kapitalertrag  Ertrag: aus Kapitalanlagen

t+ At faf-j-”” (1) Aufwand: Versicherungsleistungen
t+ At — Uberschiisse ~ Aufwand: Uberschiisse

t+At +... Andere

Tabelle 15.1: Zahlungsstrome zur Berechnung des Gewinns in einem Policenjahr

15.1.2 Present Value of Future Profits

In diesem Abschnitt geht es darum, eine Einfithrung in diese Thematik zu geben. Hierzu ist es notwendig, die
beiden prinzipiell verschiedenen Teile des Embedded Value zu unterscheiden. Beim PVFP handelt es sich um eine
Zahl, welche aus langfristigen Modellrechnungen stammt. Dem gegeniiber ist das ANAV eine Momentaufnahme
im Berechnungszeitpunkt des EV.

Die Idee hinter der Berechnung des PVFP besteht darin, sich auf den Standpunkt der Aktiondre zu stellen und
fiir jedes Policenjahr den erwarteten statutarischen Gewinn oder Verlust zu berechnen. Hierzu sollten Effekte be-
riicksichtigt werden, welche den Gewinn oder Verlust beeinflussen. Aus dieser Aussage wird deutlich, dass zur
Berechnung des PVFP ein der Problemstellung angepasstes Modell anzuwenden ist. Dieses Modell ist in erster
Linie von den betrachteten Produkten abhingig. Ferner sollte es das Managementverhalten sowie die Aufteilung
der Kapitalgewinne zwischen dem Aktiondr und dem Versicherungsnehmer widerspiegeln.

Zur Herleitung eines Modells fiir den PVFP stellt man sich auf den Standpunkt der Versicherungsgesellschaft und
schaut, was sich im Laufe eines Policenjahres ereignet. Zu Beginn des Jahres (oder des betrachteten Zeitintervalls)
erhilt die Versicherungsgesellschaft das Deckungskapital und die Priamie. Aus diesem Geld muss sie den Aufwand
fiir den Versicherungsbetrieb und die Versicherungsleistungen finanzieren, welcher dem Zeitintervall zugeordnet
ist. Am Ende des Jahres kann sie den Ertrag auf den Kapitalanlagen hinzuzihlen, muss aber das Deckungskapital
zuriickgeben. Tabelle 15.1 zeigt diesen Sachverhalt auf.

Hierbei ist zu beachten, dass Tabelle 15.1 den Sachverhalt in diskreter Zeit darstellt und die Granularitit in der
Zeitachse mit einem Jahr sehr gross ist. Die entsprechenden Formeln gelten natiirlich auch fiir kleinere Zeitinter-
valle. Viele Projektionswerkzeuge verwenden als Intervall einen Monat. Zudem ist an dieser Stelle darauf hinzu-
weisen, dass die Leistungen, Primien und Deckungskapitalien die in der Vergangenheit gewihrten Uberschiisse
beriicksichtigen.

Nun muss der Gewinn, respektive Verlust pro Jahr berechnet werden. Wir bezeichnen ihn mit PL, (i, j), wobei er
von zusitzlichen Attributen i, j abhiingig sein kann (Zustandswechsel von i nach j). Da der PVFP den Barwert
dieser Zahlungsstrome darstellt, ist es in einem néchsten Schritt notwendig, den Diskontierungsfaktor v, = 1/(1+
rdr,) fiir das Policenjahr [¢,7 + 1] zu definieren. Der Diskontierungsfaktor wird mit Hilfe der Risk Discount Rate
(rdry) berechnet. Nun ist es moglich, den Barwert der zukiinftigen Gewinne wie folgt zu berechnen:

o 1<t

PVFP=Y" T]ve ) pi.ito,1) Y pij(t.t+ 1)PL/(i, j)

t=ty T=to i J

Fiir normale Kapitalversicherungen geniigt es, die drei Zustinde lebend, Storno und tot zu betrachten. Fiir den
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PVFP ergibt sich hier:

0 <t
PVFP = Z I_I VT(I - quo - [sxo) X
=ty T=t(
((1 — qrg+t — Sxg+t) PL (Uberleben)
4y 11 PL; (Tod)

+SXO+t PL[ (Ruckkauf)) ;

wobei g, die Sterblichkeit und s, die Stornowahrscheinlichkeit bezeichnet. (Vergl. Abschnitt 15.5)

15.2 Einflussgrossen auf den PVFP und deren Bestimmung

15.2.1 Einleitung

In diesem Abschnitt werden Hinweise zur Bestimmung der Parameter und Effekte gegeben, welche den PVFP
beeinflussen. Hierbei werden die folgenden Grossen betrachtet:

¢ Risk Discount Rate (rdr),
 Kapitalanlagerendite,

+ Uberschusszuweisung,

¢ Inflation,

* Besoldungsentwicklung,

¢ Biometrische Grundlagen II. Ordnung,
e Steuern,

¢ Storno (Riickkauf, Kiindigung oder Pramienfreistellung fiir Vertrige, Dienstaustritte in der Kollektivversi-
cherung),

* Kosten II. Ordnung,

* Neueintritte in der Kollektivversicherung,

 Riickversicherung,

» Reserveverstirkungen auf der Passivseite,

» Freie Uberschussreserve resp. Uberschussfonds.
Generell ist festzuhalten, dass die Parameter weder im Widerspruch zur Praxis der Gesellschaft noch zu den all-
gemeinen wirtschaftlichen Rahmenbedingungen stehen sollten. Insbesondere sollte das bisherige resp. zukiinftige
Verhalten des Managements modelliert werden. Zudem ist die Konsistenz der verschiedenen Parameter untereinan-
der wesentlich. Dies bedeutet, dass die Kapitalanlagerendite nicht von den Ertragsannahmen fiir die Uberschussge-
wihrung abweichen sollte. Da der PVFP auf gewisse Parameter sehr sensitiv reagiert, sollten diese mit der notigen
Umsicht bestimmt werden. Dies bedeutet insbesondere, dass der Einfluss der verschiedenen Parameter auf das

Modell gepriift werden muss und dass diejenigen Parameter mit besonderer Sorgfalt festzulegen sind, welche den
PVFP besonders beeinflussen. (Siehe auch Abschnitt 15.5.2)

Bei vielen der obigen Festlegungen wird Bezug auf die Planung der Gesellschaft genommen. Da solche Planungen
normalerweise einen Zeithorizont von vielleicht 5 Jahren haben, ist es notwendig, die Parameter nach Ablauf dieser
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Zeitperiode anders zu bestimmen. Hierbei sollen die Durchschnittswerte der Vergangenheit fiir die entsprechenden
Grossen angewendet werden. Dies bedeutet, dass fiir Zeitrdume ausserhalb des Planungshorizonts die Modelle
konsistent weitergefiihrt werden.

Die Regeln fiir die Bestimmung des Embedded Value miissen im Falle eines international operierenden Konzerns
zentral und konsistent vorgegeben werden (z.B. Herleitung der rdr, Kapitalanlagerendite, Solvamarge, Kosten).
Die Uberdeckung der Solvamarge ist von der Gesellschaft festzulegen.

Da die Parameter zur Berechnung des Embedded Value mit der Zeit dndern, sollte der neu berechnete Embedded
Value zusitzlich mit dem alten Parametersatz berechnet werden. So wird der Sprung des Embedded Value, welcher
durch den Parameterwechsel induziert wird, quantifiziert und analysiert (Value Added Analysis).

Bei Verwendung einer Verdichtung (z.B. Model Office) sollten die Modelpoints dergestalt gewihlt werden, dass
der durch die Vergroberung der Realitit eingegangene Fehler fiir die zu veroffentlichenden Resultate relativ klein
bleibt.

Bei den folgenden Betrachtungen gehen wir vom Embedded Value nach Steuern aus.

15.2.2 Risk Discount Rate

Die Risk Discount Rate definiert den Ertrag, welcher seitens der Investoren fiir die Anlage in die Lebensversiche-
rungsgesellschaft erwartet wird. Sie richtet sich nach der risikofreien Kapitalanlagerendite (z.B. 10 Jahres Swap),
zuziiglich einer Risikopridmie fiir die Investition in die betrachtete Versicherungsgesellschaft. (Die Idee zur Be-
stimmung der Risk Discount Rate liegt im Capital Asset Pricing Modell begriindet: Der Investor erwartet einen
Anlageertrag, welcher einer dhnlich risikoreichen Direktanlage entspricht.)

Die Risikoprdamie bestimmt sich aufgrund der Gesellschaftsstruktur und den von der Gesellschaft eingegangenen
Risiken. (Beispiel: Eine risikofreie Kapitalanlagerendite von 3.5% und eine Risikoprimie von ebenfalls 3.5%
ergeben eine Risk Discount Rate von 7%.). Da der Embedded Value massgebend von der Risk Discount Rate
abhingt, ist es fiir diesen Parameter sinnvoll, verschiedene Szenarien zu berechnen wie z.B. rdr + D, wobei D =
0.5% bis 1.0%.

Eine Gesellschaft, welche risikoreichere und volatilere Aktivititen eingeht (z.B. viel Invaliditéts- oder Krankenge-
schift oder ein hoher Aktienanteil), sollte eine hohere rdr anwenden als diejenige Gesellschaft, welche ausschlies-
slich sicherer zu bewertende Todesfallrisikoversicherungen verkauft.

15.2.3 Kapitalertrige
Grundlagen

1. Bei der Bestimmung der Kapitalertrdge zur Berechnung des PVFP gehen wir davon aus, dass sich die
Lebensversicherungsunternehmung als strategischer Kapitalanleger verhilt. Dies impliziert die Definiti-
on einer langfristig anzustrebenden Asset Allocation. Die effektive Aufteilung der Kapitalanlagen auf die
relevanten Anlagekategorien wird aufgrund spezieller Vorkommnisse selbstverstindlich um die langfristig
vorgesehenen Werte schwanken. Ziel der Anlagestrategie ist eine fiir die Lebensversicherungsunternehmung
optimale Kombination von Ertrag, Sicherheit, Risiko und Liquiditét der Kapitalanlagen.

2. Folgende Kapitalanlagekategorien werden in dieser Unterlage beriicksichtigt

* Obligationen,

* Hypotheken,

¢ Policendarlehen,
¢ Aktien,

¢ Immobilien.
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Meistens werden zusitzlich Mittel in Geldmarktanlagen gehalten und durch konsolidierte Beteiligungen
gebunden. Auf diese Anlagekategorien gehen wir im folgenden nicht niher ein. Diese Einschrinkung ist in
einer ersten Nidherung vertretbar, da hierin meist nur ein geringer Anteil der Mittel angelegt ist. Allerdings
gewinnt die Bewertung von Beteiligungen eine grundlegende Relevanz, falls fiir Konzerne konsolidierte
Embedded Values berechnet werden sollen.

Kapitalanlagen in fremder Wihrung werden nicht gesondert behandelt, da diese Diversifikation langfristig
lediglich der Risikominderung dienen kann.

Festhypotheken werden wie Obligationen zum Nominalwert behandelt.

3. Die Ertriage bzw. Renditen der Kapitalanlagen setzen sich im allgemeinen aus direkten Ertrdgen (z.B. Divi-
dendenzahlungen) und aus indirekten Ertrigen (z.B. Umbewertungen) zusammen.

Zur Bestimmung der Umbewertungen ist vorgingig die Bewertungsmethode festzulegen. Hierbei ist zwi-
schen Marktbewertung einerseits und modellmissigen Bewertungen andererseits zu unterscheiden.

Fiir giingig handelbare Obligationen und Aktien liegen fiir jeden Zeitpunkt Marktbewertungen vor.

Als modellméssige Bewertungen sind in der Schweiz fiir Obligationen die Amortized-Cost-Methode rele-
vant und fiir Aktien das Niederstwert-Prinzip. Beiden Methoden gemeinsam ist, dass jederzeit eine modell-
missige Bewertung moglich ist.

Mit der Amortized-Cost-Methode liegt eine modellmissige Bewertungsmethode vor, die gleichzeitig eine
Systematik festlegt, mit der die Differenz zwischen Riickzahlungswert und Anschaffungswert gleichmassig
auf die Restlaufzeit des Wertpapiers verteilt wird. Unabdingbare Voraussetzung fiir diese Methode ist der
vertraglich festgelegte Riickzahlungswert und das vertraglich festgelegte Riickzahlungsdatum.

Bei Aktien sind diese Voraussetzungen nicht erfiillt. Falls als modellmissige Bewertung das Niederstwert-
Prinzip gewihlt und der Marktwert iiber dem Anschaffungswert liegt, so besteht die ausgewiesene Rendite
zunichst allein aus der direkten Rendite. Die indirekte Rendite kann lediglich durch den Verkauf der Aktie
realisiert werden. Hierdurch ergibt sich, dass die Rendite eines Aktienportfolios abhédngig wird von dis-
kretioniren Kapitalanlageentscheiden. Eine gewisse Willkiir ist bei Anwendung dieser Bewertungsmethode
unvermeidbar. In gewissem Umfang konnen dhnliche Probleme auch bei sehr langfristigen (z.B. 50-jdhrigen)
Obligationen auftreten.

4. Zur Zeit weisen die meisten Schweizer Lebensversicherungen wachsende Kapitalanlagebestidnde aus; das
grundsitzliche Anlageverhalten ist also durch Liquiditétsiiberschiisse geprigt.

Bei Obligationen fiihrt das tendenziell zu einer buy-and-hold-Strategie. Dank der Amortized-Cost-Methode
ist die ausgewiesene Rendite eine Kombination aus direkter und indirekter Rendite.

Da die Dividendenrendite von Schweizer Aktien meist recht tief ist, sind bei Anwendung des Niederstwert-
Prinzips stindige Realisierungen der Differenz von Markt- und Buchwert im Prinzip unvermeidbar, um eine
angemessene Gesamtrendite auf dem Buchwert eines Aktienportfolios auszuweisen. Dies kann dazu fiihren,
dass der gleiche Titel zunichst verkauft wird und gleich wieder gekauft wird, nur um die modellméssige
Bewertung zu erhdhen.

Da bei Immobilien die direkten Renditen bezogen auf den Buchwert bisher vermutlich hinreichend gross
waren, sind Aufwertungen oder Realisierungen durch Verkauf eher selten gewesen. Hier kann sich jedoch
das Problem stellen, dass die Rendite bezogen auf den Buchwert und die Rendite bezogen auf den Marktwert
sich im Laufe der Zeit immer weiter entfernen. Es erscheint so, als ob die Differenz zwischen Marktwert
und Buchwert bei Immobilien eine Art “letzte Reserve” oder “Notgroschen” ist.

Bei Hypotheken und Policendarlehen kann man davon ausgehen, dass Markt- und Buchwert iibereinstim-
men. Die Problematik der Umbewertungen entfillt also, d.h. es gibt nur die direkte Rendite. Beziiglich der
Hohe dieser Rendite erscheint es sinnvoll, von der Rendite fiir Obligationen auszugehen und eine angemes-
sene Risikopriamie hinzuzufiigen.

Zur Bestimmung des PVFP sind die Kapitalertrige fiir die niachsten 30 bis 50 Jahre zu spezifizieren. Im folgenden
werden Varianten vorgestellt, wie dieses Problem durch drastische Vereinfachungen “fiir Modellberechnungen
gelost” werden kann.

Die in der Schweiz zur Zeit diskutierten Varianten gehen von folgender Struktur aus:
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* Esist eine Rendite fiir das erste Jahr der Berechnungen (den Startpunkt) zu definieren.

e Es ist eine langfristig erwartete Rendite zu bestimmen, die (z.B. ab dem 10-ten Jahr der Berechnungen)
erwartungsgemadss fiir alle nachfolgenden Jahre gelten soll.

* Es ist ein Ubergang von der Rendite im Startjahr zur langfristig erwarteten Rendite z.B. zu der ab dem
10-ten Jahr zu definieren.

Fiir die langfristig erwartete Rendite erscheint lediglich eine Renditeberechnung unter Beriicksichtigung von
Marktwerten angemessen. Die Verwendung einer modellméssigen Bewertung kann in der langen Frist weder zu
einer Verschlechterung noch zu einer Verbesserung der realen Situation fiihren.

Im Gegensatz dazu liegen fiir die vergangenen Jahre vor dem Startpunkt vermutlich lediglich Renditen aufgrund
von Buchwerten, d.h. aufgrund von modellméssigen Bewertungen, vor. Fiir den Startpunkt selbst kann somit ein
spezifisches Problem aus der Konfrontation von Buchwertrenditen mit Marktwertrenditen entstehen.

Zur Erleichterung des Verstindnisses betrachten wir zuerst die langfristig erwarteten Renditen:

Langfristig erwartete Rendite

1. Zur Bestimmung der langfristig erwarteten Rendite ist einerseits eine langfristig angestrebte Asset Alloca-
tion zu definieren. Dabei wird der langfristig erwiinschte prozentuale Anteil der einzelnen Anlagekategorien
festgelegt. Da bei diesen langfristigen Erwartungen ausschliesslich Marktbewertungen adéquat erscheinen,
beziehen sich diese Prozentsitze auf die Anteile der Kapitalanlagekategorien zu Marktwerten.

Die gewihlte Asset Allocation ist bei der Bestimmung der Risk Discount Rate zu beriicksichtigen.

Zusitzlich sind fiir die Portfolios der verschiedenen Anlagekategorien langfristig erwartete Renditen zu
bestimmen.

2. Fiir ein Obligationenportfolio bieten sich folgende Varianten zur Bestimmung der langfristig erwarteten
Rendite an:

(a) statische Erwartungen: Die im Betrachtungszeitpunkt giiltige Rendite fiir 10-jdhrige Staatsobligatio-
nen. Fiir die Schweiz bedeutet das 2.5 % fiir das Betrachtungsjahr 1999 bzw. 7.0 % fiir das Betrach-
tungsjahr 1992.

(b) Adaptive Erwartungen: Die langfristige Durchschnittsperformance der letzten 70 Jahre (ab 1925) ge-
miss der Pictet-Studie. Fiir die Schweiz bedeutet das 4.6 %.

(c) Modifizierte adaptive Erwartungen (mean reversion): Die langfristige Durchschnittsperformance der
letzten 70 Jahre (ab 1925) gemdss der Pictet-Studie modifiziert in Abhéngigkeit der Rendite geméss a)
im Betrachtungsjahr. Fiir die Schweiz kann das z.B. implizieren
2.5%+0.5 X (4.6% —2.5%) = 3.6% fiir das Betrachtungsjahr 1999
bzw.
7.0% +0.5 x (4.6% — 7.0%) = 5.8% fiir das Betrachtungsjahr 1992

Die Grossenordnung des Korrekturterms hiangt von der subjektiven Einschidtzung der Zinssatzentwicklung
ab. Aus Sicherheitsgriinden konnte man die positiven Korrekturen eher kleiner wéhlen als die negativen, bei
gleich grosser absoluter Differenz zwischen langfristigem Durchschnittswert (4.6%) und jeweiliger momen-
taner Rendite (2.5% bzw. 7.0%). Im obigen Beispiel haben wir davon abgesehen und die Korrekturen jeweils
gleich der Hilfte der Differenz gesetzt.

Die Methode der modifizierten adaptiven Erwartungen benutzt die Vereinigungsmenge der Information aus
den beiden anderen Methoden. Die langfristig erwartete Rendite der Obligationen kann aber auch gesell-
schaftsindividuell gemiss deren subjektiven Einschitzung der momentanen und zukiinftigen Zinslage oder
durch Anwendung der in der Zinskurve implizit vorhandenen Information ermittelt werden.

3. Fiir ein Aktienportfolio bieten sich folgende Varianten zur Bestimmung der langfristig erwarteten Rendite
an:
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(a) Langfristige Durchschnittsrendite der letzten 70 Jahre (ab 1925). Fiir die Schweiz ergibt das 8.2 %.

(b) Modifizierte langfristige Durchschnittsrendite der letzten 70 Jahre (ab 1925) reduziert um eine Sicher-
heitsmarge, die gegebenenfalls zum Aufbau einer Schwankungsreserve genutzt werden sollte. Fiir die
Schweiz kann das z.B. 7.2 % implizieren. Die Senkung um 100 Basispunkte kann als Sicherheitsmar-
ge interpretiert werden, die zum Aufbau einer Schwankungsreserve verwendet wird. Bei der konkreten
Berechnung des Embedded Value wirkt das lediglich als Marge, da wegen der Run-off-Annahme der
Wert einer zukiinftig aufzubauenden Schwankungsreserve nicht beriicksichtigt wird.

(c) Addition einer Risikoprdmie zur festgelegten Obligationen-Rendite. Fiir den langfristigen Durchschnitt
ergibt sich aus den obigen Daten eine Risikoprimie fiir die Schweiz von 3.6% (= 8.2% — 4.6%). Es
stellt sich die Frage, ob diese Differenz als Risikoprdamie geeignet ist. Ferner stellt sich auch die Frage,
ob die Risikoprdmie im Zeitverlauf konstant ist.

Die Addition einer konstanten Risikoprdmie zur Rendite von Obligationen fithrt zum Phidnomen, dass
in Hochzinsphasen auch die Aktienrenditen hoch sind. In Tiefzinsphasen dagegen rentieren Aktien
hiernach ebenfalls schlecht. Eine Modellimplikation, die recht fragwiirdig erscheint. Relativ gut belegt
ist die Korrelation, dass bei sinkenden Zinsen die Aktienkurse steigen und umgekehrt. Dieses Phiino-
men ist wohl schwer mit der obigen Modellimplikation in Einklang zu bringen.

Fiir die Schweiz wiirde die Annahme einer konstanten Risikopriamie von 3.6 % fiir Aktien beispiels-
weise zu folgenden langfristig erwarteten Renditen von Aktienportfolios fiihren:

1999
festgelegte
Obligationen-
rendite

2009
resultierende
Aktien-
rendite

1992
festgelegte
Obligationen-
rendite

2002
resultierende
Aktien-
rendite

Bewertungsmethode
fur Obligationen

a) Statische Erwartungen 2.5 6.1 7.0 10.6
fiir Obligationenrendite
b) adaptive Erwartung fiir 4.6 8.2 4.6 8.2
fiir Obligationenrendite
¢) modifizierte adaptive 3.6 72 5.8 9.4
Erwartung fiir

Obligationenrendite

Die Modellimplikationen der Addition der konstanten Risikoprdmie erscheint nicht immer sehr plausibel.
Die Methode der modifizierten langfristigen Durchschnittsrendite fiir Aktien eliminiert gewisse Nachteile
der konstanten Risikopriamie. Die langfristig erwartete Rendite kann eine Gesellschaft auch subjektiv, auf-
grund der Einschitzung der Kapitalanleger festlegen. Wichtig ist, dass diese Festlegungen konsistent zur
Festlegung der Obligationenrendite erfolgt.

Fiir ein Immobilienportfolio bieten sich - in Analogie zu Aktienportfolios - folgende Varianten zur Bestim-
mung der langfristig erwarteten Rendite an:

(a) Langfristige Durchschnittsrendite
(b) Modifizierte langfristige Durchschnittsrendite

(c) Addition einer Risikopriamie zur entsprechenden Obligationenrendite.

Aus Praktikabilitdtsgriinden schlagen wir Variante c) vor mit einer konstanten Risikoprédmie von 100 Basis-
punkten.

. Fiir Portfolios von Hypotheken und Policendarlehen bietet sich die Addition einer Risikopramie (z.B. 100

Basispunkte) zur entsprechenden Rendite von Obligationenportfolios an. Andererseits hingt die Rendite
von Hypotheken und Policendarlehen auch sehr stark von geschiftsinternen Vorgaben beim Festlegen dieser
Sitze ab. Diese Renditen miissen auf jeden Fall moglichst realitétsnah festgelegt werden.

Zusammenfassend ergibt sich die langfristig erwartete Rendite fiir das Gesamtportfolio aus den nachste-
henden Tabellen. Fiir die einzelnen Anlagekategorien wurden die Renditen nach der von uns bevorzugten
Methode bestimmt. Fiir die langfristig angestrebte Asset Allocation haben wir willkiirlich eine Auswahl
getroffen.
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Beispiel 1999 fiir 2009:

Kapitalanlagekategorien langfristig erw. Asset
Rendite (%) Allocation (%)

Obligationen 3.6 60
Hypotheken 4.6 10
Policendarlehen 4.6 8
Aktien 7.2 10
Immobilien 4.6 10
Geldmarkt 1.0 2
Total 4.2 100
Beispiel 1992 fiir 2002:
Kapitalanlagekategorien  langfristig erw. Asset

Rendite (%) Allocation (%)

Obligationen 5.8 60
Hypotheken 6.8 10
Policendarlehen 6.8 8

Aktien 7.2 10
Immobilien 6.8 10
Geldmarkt 2.0 2

Total 6.1 100

Rendite im ersten Berechnungsjahr

1. Bei der Bestimmung der Rendite fiir das erste Berechnungsjahr stellen sich spezifische Fragen dadurch, dass

fiir die vorangegangenen Jahre sogenannte ‘“realisierte Renditen” vorliegen, die stark durch modellméssige
Bewertungen und diskretionidre Realisierungen beeinflusst sind. Am ausgeprégtesten gilt das vermutlich fiir
die ausgewiesene Aktienrendite. Auf der anderen Seite ist der Ubergang zu langfristig erwarteten Renditen
nach Marktbewertung zu vollziehen.

. Die einfachste Losung dieses Problems wird vermutlich durch die folgende Variante geliefert:

Als Ausgangspunkt der Uberlegungen nimmt man die “realisierte Rendite” des gesamten Kapitalbestandes
des Jahres vor dem ersten Berechnungsjahr und bestimmt die im Modell zu verwendenden Renditen der
Folgejahre durch lineare Interpolation von diesem Startpunkt mit der langfristig erwarteten Rendite des
Gesamtportfolios gemiss Abschnitt 15.2.3.

Man betrachtet hier also stets Renditen des Gesamtportfolios.
Ein unbestreitbarer Vorteil dieser Variante besteht in ihrer Einfachheit.

Ein gravierender Nachteil besteht darin, dass der Startpunkt und damit natiirlich auch alle folgenden Punkte,
die aufgrund der linearen Interpolation bestimmt werden, vom Realiserungsverhalten insbesondere beim
Aktienportfolio im letzten Jahr vor der ersten Berechnung abhéngen.
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3. Dieser Nachteil ldsst sich dadurch beheben, dass man die “realisierte Rendite” des Gesamtportfolios dadurch
modifiziert, dass bei der Bestimmung einer “modifizierten effektiven Rendite” nicht die “effektive” Ren-
dite des Aktienportfolios vom Vorjahr beriicksichtigt wird, sondern diejenige, die geméss Abschnitt 15.2.3.
langfristig erwartet wird.

Falls man weiterhin an der linearen Interpolation der Gesamtrendite festhélt, bedeutet diese Modifikation,
dass allein fiir das Aktienportfolio und allein fiir das Jahr vor der ersten Berechnung eine spezielle Bestim-
mung der Rendite vorgenommen wird.

4. Eine weitergehende Modifikation besteht darin, fiir die néchsten 2 bis 3 Jahre von den geplanten Renditen
und der geplanten Asset Allocation der verschiedenen Anlagekategorien auszugehen.

Ab einem gewissen Zeitpunkt liegen keine Plandaten mehr vor und man muss auch hier zu geeignet erschei-
nenden Interpolationsmethoden greifen.

Ubergang zur langfristig erwarteten Rendite

1. Gewisse Hinweise zur Bestimmung der Renditen in der Ubergangsphase vom Startpunkt zur langfristig
erwarteten Rendite sind im vorangegangenen Abschnitt 15.2.3. schon gemacht worden.

2. Grundsitzlich stellt sich die Frage, ob man fiir die Ubergangsphase lediglich die Gesamtrendite bestimmen
will oder ob man die Renditen der einzelnen Kapitalanlagekategorien separat bestimmen will und zusitzlich
die Asset Allocation, die sich ja vielleicht erst im Laufe der Zeit an die langfristig angestrebte annihert.
Bei der Definition der Asset Allocation wihrend der Ubergangsphase ist man vermutlich mit der Frage
konfrontiert, ob sich die prozentualen Anteile auf Marktwerte oder Buchwerte beziehen.

Fiir den Anfang der Ubergangsphase kann man vermutlich fiir Obligationenportfolios aufgrund vorhandener
Informationen im Bestand recht gute Angaben iiber die zu erwartenden Renditen ableiten.

Fiir die Renditen der iibrigen Kapitalanlagekategorien kann man dies als Basis nehmen, falls man mit ad-
ditiven Risikoprimien arbeiten will. Falls man statt dessen langfristige Durchschnittswerte benutzen will,
eriibrigt sich der Riickgriff auf eine derartige “Basisrendite”.

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass vermutlich mit einigem Arbeitsaufwand fiir die Ubergangs-
phase bessere Losungen ableitbar sind als die simple lineare Interpolation fiir die Gesamtrendite.

Mbogliche Verfeinerung bei der Obligationenrendite

Falls man sich bei der Bestimmung der langfristig erwarteten Obligationenrendite fiir die Methode der modifizier-
ten adaptiven Erwartungen entschieden hat, kann man noch die nachstehende Verfeinerung einbauen.

Die Anderung besteht in der Annahme, dass in der “ganz langen Frist” - z.B. nach 20 Jahren - die langfristige
Durchschnittsrendite gilt. D.h. man unterstellt nicht schon nach 10 Jahren eine konstante Rendite, sondern erst
nach 20 Jahren.

Fiir den Ubergang im zweiten Jahrzehnt erscheint uns lediglich die lineare Interpolation fiir die Gesamtrendite
adaquat.

15.2.4 Uberschusszuweisung

Die Uberschussbeteiligung sollte gemiss der Planung der Gesellschaft erfolgen; sie sollte das bisherige Manage-
mentverhalten (resp. zukiinftig gedndertes Verhalten des Managements) widerspiegeln, sowie konsistent zu den
Zinsannahmen sein. Ferner sollte - sofern geschiiftspolitisch sinnvoll - fiir die Bestimmung der Uberschusssitze
auch eine Neuproduktion angenommen werden. Grundsitzlich miissten angemessenen Erwartungen der Versiche-
rungsnehmer befriedigt werden (Policyholder Reasonable Expectation, PRE). Dies bedeutet:
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1. Bei der Bestimmung der Zinsiiberschusssitze zur Berechnung des PVFP ist selbstverstiandlich auf Konsi-
stenz mit den verwendeten Kapitalertragssitzen und Technischen Zinssitzen zu achten.

Des weiteren sind die Charakteristika der Uberschusssysteme zu beriicksichtigen (z.B. Abhingigkeit der
Zinsbonussitze von der Grosse des Zinstrigers).

2. Sofern Zinsbonussitze fiir das erste Jahr oder die ersten Jahre der Berechnungsperiode festgelegt sind, sind
selbstverstindlich diese Werte zu verwenden.

3. Fiir die Zeitrdume, fiir die im Zeitpunkt der Berechnung keine festgelegten Zinsbonussitze vorliegen, ist es
vermutlich das beste, mit addquaten Zinsmargen zu arbeiten, wie sie die Gesellschaft in der Vergangenheit
angewendet hat.

4. Falls die Technischen Zinssitze iiber den erwarteten Kapitalertrigen liegen sollten, sind die Verluste aus
dem Sparprozess in den Projektionsberechnungen zu beriicksichtigen.

15.2.5 Inflation

Die Inflation wird in der Regel zur Projektion der Verwaltungskosten verwendet. Die Annahmen sollten gemiss
der Planung der Gesellschaft erfolgen und sollten konsistent zu den Zinsszenarien sein.

15.2.6 Besoldungsentwicklung

Annahmen iiber die Besoldungsentwicklung werden fiir die Projektion von Kollektivversicherungsvertragen beno-
tigt. Sie richten sich nach der Planung der Gesellschaft. Auch hier miissen die Annahmen insbesondere konsistent
zu den unter 15.2.3 und 15.2.5 erwihnten 6konomischen Szenarien sein.

15.2.7 Ertragssteuern

Zur Berechnung des Embedded Value werden Annahmen iiber die Ertragssteuern benétigt. Sie richten sich nach
der realistischen Planung und den Erfahrungswerten der Gesellschaft. Grundsitzlich konnen die Steuern pro Police
modelliert werden, wobei sich auch negative Steuern (bei Verlusten) ergeben konnen. Zudem konnen auf Unter-
nehmensebene noch Korrekturen vorgenommen werden.

15.2.8 Sterblichkeit, Invalidierung II. Ordnung

Diese Grossen entsprechen den effektiv erwarteten Wahrscheinlichkeiten fiir das entsprechende Ereignis und rich-
ten sich, wenn moglich, nach firmeneigenen Beobachtungen. Sie sind, sofern moglich, konsistent zu den entspre-
chenden Annahmen fiir die Uberschussgewihrung zu wihlen. Zudem konnen die folgenden Effekte beriicksichtigt
werden:

* Selektionswirkung in Abhingigkeit der Policendauer,
* Art des Risikos,

 Riickgang der Sterblichkeit bei Altersrenten.

15.2.9 Storno
Zur Berechnung des Barwertes der zukiinftigen Gewinne werden Annahmen iiber die Stornorate benétigt. Diese

richtet sich nach den firmeneigenen Beobachtungen. Die Unterschiede zwischen den verschiedenen Produkten der
Gesellschaft werden hier beriicksichtigt. Diese Grossen sind somit tarifspezifisch.
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An dieser Stelle ist festzuhalten, dass die Erfahrung in England und in den USA zeigt, dass die Aktuare beziiglich
den Stornoraten oft zu optimistische Annahmen treffen. Da diese Werte einen nicht unwesentlichen Einfluss auf
den Embedded Value haben, ist es angezeigt, diese Annahmen in vorsichtiger Weise zu treffen, im Sinne eines best
estimate.

15.2.10 Kosten II. Ordnung

Die effektiven Kosten richten sich nach der Kostenstruktur der Gesellschaft. Hierbei ist anzumerken, dass die
Abschlusskosten durch die Verdnderung der Eigenmittel berticksichtigt werden und der Barwert der zukiinftigen
Gewinne diese somit nicht beriicksichtigt. (Im Gegenzug hierfiir erhlt der Investor den PVFP als Entschiadigung.)

Die Modellierung der Kosten und deren Aufteilung in Abschluss- und Verwaltungskosten sollte so realititsnah wie
moglich sein. Im Modell sollten nicht geringere als die effektiven aktuellen Kosten beriicksichtigt werden (keine
Expense-overrun). Dies bedeutet, dass in der Regel fiir die Zukunft nicht mit kleineren Kosten als den aktuellen
projiziert werden sollte.

15.2.11 Neugeschiift

Der Embedded Value beriicksichtigt, im Gegensatz zum Appraisal Value, kein kiinftiges Neugeschift. Automa-
tische Anpassungen von Policen (z.B. Erhohung der versicherten Leistungen) werden in diesem Zusammenhang
nicht als Neugeschift betrachtet, auch wenn sie Provisionen auslosen. Ebenso werden Neueintritte in die Kollek-
tivversicherung nicht als Neugeschift interpretiert.

15.2.12 Riickversicherung

Die Modellierung der Riickversicherung kann summarisch geschehen. Hierbei ist jedoch anzumerken, dass diese
Effekte genauer modelliert werden miissen, sofern sie einen wesentlichen Einfluss auf den Barwert der kiinftigen
Gewinne haben.(Z.B. im Falle von Finanzriickversicherungen.)

15.2.13 Reserveverstirkungen auf der Passivseite

Solche Reserven sind - sofern eine objektive Regel besteht - so realitidtsnah wie moglich zu modellieren. Der
Aufbau und das Freiwerden dieser Reserven fliesst, entweder auf Policen- oder Unternehmensebene, durch die
Erfolgsrechnung ein. Das Kapital ist gebunden und wird erst zu einem spéteren Zeitpunkt dem Aktiondr wieder
freigegeben. (lock-in Effekt: die rdr ist grosser als die Kapitalanlagerendite).

15.2.14 Uberschussfonds resp. freie Uberschussreserve

Der Uberschussfonds kann analog den Reserveverstirkungen gemiss der Usance der Gesellschaft modelliert wer-
den. Durch ein solches Vorgehen auf Policenebene entstehen wegen dem lock-in Effekt fiir den Aktiondr Kosten,
welche den Wert des Uberschussfonds resp. der freien Uberschussreserve reduzieren.

15.2.15 Berechnung des PVFP fiir die Kollektivversicherung

Bei der Behandlung der Kollektivversicherung ist an einer genauen Modellierung von Vertragsriickkdufen festzu-
halten. Mutationen innerhalb von Kollektivversicherungsvertrigen konnen eher summarisch abgehandelt werden.
Dies kann z.B. durch Annahmen iiber die Lohnentwicklung und Perennitét geschehen, welche das Volumen in
globo beriicksichtigen.

Weitere Problemkreise in der Kollektivversicherung sind:
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» Zweistufiges Konzept: Kollektivvertrag mit Storno und Versicherte mit Dienstein- und -austritten.
 Offener Bestand auf Stufe der Destinatire.
* Storno abhéngig von der Vertragsgrosse und der Branche.

* Gesetzliche Rahmenbedingungen wie Umwandlungssatz- und Zinsgarantie. Dies fiihrt zu einer zusétzlichen
Solidaritdt (d.h. Querfinanzierung) zwischen Aktiven und Rentnern.

* Dynamik im Bestand gegeben durch Gesetz (Lohnentwicklung, Freiziigigkeitsleistungen, WEF, usw.)

* Optionsmoglichkeit im Schlussalter.

15.3 Bestimmung des Adjusted Net Asset Value

15.3.1 Equity (Statutarisch ausgewiesenes Eigenkapital)

Bei der Equity handelt es sich um das ausgewiesene Eigenkapital. Die Berechnung hat konsistent mit den Bewer-
tungsvorschriften unter local Statutory (z.B. lokale Bewertungsgrundsitze) zu erfolgen.

15.3.2 Adjustierungen zum Eigenkapital (“‘Adjustments’’) und Aufteilung der stillen Re-
serven

Die Kapitalanlagen werden normalerweise' zunichst auf Marktwerte (Mark to Market) bewertet. Die Differenz
zwischen den zu Marktwerten bewerteten Kapitalanlagen abziiglich den zu lokal Statutory bewerteten Kapitalan-
lagen ergibt eine Bewertungsreserve (Revaluation Reserve). Die Bewertungsreserve muss zudem um die latenten
Steuern reduziert werden. Eine weitere Einschriankung ergibt sich durch allfidllige Annahmen bei der Kapital-
anlagerendite resp. bei der Projektion fiir die Uberschussbeteiligung. Falls hier Anteile der Bewertungsreserve
einfliessen, muss dies bei der Zuordnung der Bewertungsreserve zum Aktionér korrigiert werden.

Je nachdem wie die Geschiftspolitik der Gesellschaft ist, mochte man Realisierungen der Bewertungsreserve (z.B.
bei Aktien und Liegenschaften) iiber einen lingeren Zeitraum modellieren (z.B. proportional zum Auslauf des
Deckungskapitals). In diesem Fall mochte das Management einen Teil der stillen Reserven behalten bis zum Ablauf
des Portefeuilles. Dadurch kann aber die Bewertungsreserve nicht nominal als “Adjustments” genommen werden,
sondern der Wert der Bewertungsreserve wird im Berechnungszeitpunkt durch den lock-in Effekt reduziert.

Freie Mittel sind notwendig, um die Solvabilitit der Gesellschaft sicherzustellen. Es handelt sich in diesem Sin-
ne um Betriebskapital, welches gebunden ist. Die Anspriiche des Versicherungsnehmers bestehen somit aus den
garantierten Versicherungsleistungen und der Uberschussbeteiligung.

Analog zu den Stressmodellen in Grossbritanien konnte man in der Schweiz bei Aktien von Schwankungen in der
Hohe von 25 % des Marktwertes ausgehen. Um nun sicher zu gehen, dass die entsprechenden Schwankungen nicht
zur Insolvenz fiithren, wire dann eine Reserve in der Hohe von 25 % des Marktwertes der Aktien zu stellen.

15.3.3 Kosten fiir gebundenes Kapital

Die gesetzliche Solvamarge (z.B. 4 % DK, 0.3 % Risikokapital, 1 % ALV-DK) ist zu bedecken, verbleibt aber in
den Eigenmitteln. Allerdings werden die Eigenmittel nicht mit der Risk Discount Rate verzinst, sondern mit der
Kapitalanlagerendite. Dies hat zur Folge, dass die Kosten, welche durch die Differenz von Risk Discount Rate und
Verzinsung der Eigenmittel entstehen, zu Lasten der Eigenmittel gehen (lock-in Effekt).

'Es gibt auch Versicherungsgesellschaften, welche Obligationen fiir die Embedded Value Berechnung nach der Amortized-Cost-Methode
bewerten.
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Will die Gesellschaft mehr als nur die minimal erforderliche Solvamarge stellen, (z.B. um bei Ratingagenturen ein
hohes Rating zu erlangen), so sollte sich das dadurch gebundene Kapital nach diesen Grundsitzen richten. Beim
lock-in Effekt sind auch die Steuern (auf dem Zinsteil) zu beriicksichtigen.

Hinweis: Investitionen fiir das Neugeschift werden dem ANAV belastet (Abschlusskosten). D.h. die Neuproduktion wird durch
den Aktionir finanziert, welcher somit in den nachfolgenden Jahren eine entsprechende Kapitalanlagerendite erwirtschaften
will!

15.4 Offenlegung

Der folgende Abschnitt legt diejenigen Annahmen und Parameter fest, welche bei einer Verdffentlichung des Em-
bedded Value sinnvollerweise offengelegt werden sollten. Werden Annahmen und Berechnungsweise nicht offen-
gelegt, so besteht die grosse Gefahr, dass die Berichte nicht konsistent mit den Berechnungsweisen interpretiert
werden. Wichtig bei der ganzen Embedded Value Methode ist insbesondere die zeitliche Entwicklung des Embed-
ded Values und nicht der eigentliche, absolute Wert. Deshalb sollte man historisch vergleichbare Embedded Value
Werte publizieren.

Zusitzlich zur Veroffentlichung des Embedded Value fiir das aktuelle Jahr ist es empfehlenswert, gleichzeitig die
Vorjahreszahlen zusammen mit Angaben zur Analyse des Value Added (z.B. Wert des Neugeschiifts, Anderung
der Annahmen, usw.) zu veroffentlichen.

Je nach Art der Publikation des Embedded-Value-Berichtes kann es nétig sein, diesen von einer externen Firma
(Aktuar) revidieren zu lassen.

15.5 Beispiel

15.5.1 Berechnung des PVFP

Wir betrachten einen 40jdhrigen Mann und eine Gemischte Versicherung mit Laufzeit 10 Jahre. Da diese Versiche-
rung gegen Einmaleinlage von CHF 100’000 abgeschlossen wurde, gehen wir davon aus, dass es beim Riickkauf
keinen Abzug gibt, so dass dort fiir die Versicherungsgesellschaft kein zusétzlicher Gewinn entsteht. Zudem gehen
wir von den folgenden Priamissen aus:

¢ Die tarifarischen Verwaltungskosten betragen pro Jahr 0.6 % des Deckungskapitals zuziiglich einem Fixbe-
trag von 150 Fr.

* Die tarifarischen Abschlusskosten betragen 5 % der Einmaleinlage zuziiglich einem Fixbetrag von 200 Fr.

* Die effektiven jahrlichen Verwaltungskosten betragen 600 Fr., wobei sie wegen der Inflation um 3.25 % pro
Jahr erhoht werden.

* Die effektiven Abschlusskosten (Provision) betragen 5.75 % der Einmaleinlage.

¢ Wir gehen von einem technischen Zins von 4 % und einer Kapitalanlagenrendite von 5 % aus. Der Zinsiiber-
schuss werde zu 85 % dem Versicherungsnehmer gut geschrieben. Die verbleibenden 15 % stellen einen
Gewinn fiir die Versicherungsgesellschaft dar. Dies entspricht einer Zinsmarge fiir die Versicherungsgesell-
schaft von 15 Basispunkten.

* Die Risikomarge betrdgt 10 %, wobei wir davon ausgehen, dass davon 90 % dem Versicherungsnehmer gut
geschrieben werden.

* Wir gehen von einer Risk Discount Rate von 7 % aus und bezeichnen mit s, die jahrliche Riickkaufswahr-
scheinlichkeit (Stornorate).
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Alter

Alter

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

Total

Tabelle 15.3: Profit/Loss Profil einer Gemischten Versicherung gegen Einmaleinlage

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

qx

0.0011
0.0012
0.0013
0.0015
0.0016
0.0018
0.0020
0.0023
0.0025
0.0028

Dx

0.9989
0.9988
0.9987
0.9985
0.9984
0.9982
0.9980
0.9977
0.9975
0.9972

Leistung
bei Tod

130’064
130’064
130’064
130’064
130’064
130’064
130’064
130’064
130’064
130’064

DK

100’000

97°812
1007927
104°149
107°480
110°927
114°492
118’183
122°004
1257962

Kosten-

5

priamie
950.00
736.87
755.56
774.89
794.88
815.56
836.95
859.10
882.02
905.77

Risiko-
priamie
35.04
34.46
33.39
31.92
29.81
27.10
23.08
17.44
9.82

Tabelle 15.2: Technische Daten Gemischte Versicherung

Ertrag Sy
5 % 0.2000
5 % 0.1400
5 % 0.0800
5 % 0.0800
5% 0.0800
5 % 0.0800
5 % 0.0800
5% 0.0800
5 % 0.0800
5% 0.0800
5% 0.0800

Barwert

tDx P/L P/L
Kosten  Risiko

1.0000 -680.53 0.17
0.7999 90.36 0.13
0.6878 76.63 0.11
0.6327 69.50 0.10
0.5820 63.00 0.09
0.5353 57.09 0.07
0.4924 51.72 0.06
0.4529 46.84 0.04
0.4166 42.41 0.02
0.3832 38.41 0.00
0.3524 0.00 0.00

P/L
Anlage

149.61
117.36
104.13
98.84
93.83
89.07
84.57
80.29
76.24
72.39
0.00

P/L
Total

-530.75
207.85
180.87
168.45
156.91
146.24
136.34
127.17
118.67
110.80

0.00

482.35

Unter den oben genannten Voraussetzungen ergibt sich eine Todes- und Erlebensfallsumme in der Hohe von
130’064 Fr. Die technischen Grossen sind in Tabelle 15.2 dargestellt. In Tabelle 15.3 finden sich die hieraus re-
sultierenden jdhrlichen Gewinne und Verluste. Die Analyse dieser Zahlen zeigt einerseits die Abhéngigkeit des
Ergebnisses vom Policenjahr. Hierbei fillt der Verlust im ersten Jahr auf, welcher durch die Provision bedingt
ist. Abbildung 15.5.1 zeigt diesen Sachverhalt in grafischer Weise. Hierbei ist zu bemerken, dass der Gewinn aus
Risiko so klein ist, dass er in der Grafik nicht mehr sichtbar ist.

15.5.2 Sensitivititsanalyse

Um den Einfluss der Parameter auf den PVFP besser abschitzen zu kdnnen, ist es notig, die einzelnen Parameter zu
variieren. Tabelle 15.4 zeigt die Resultate dieser Untersuchung, wobei vom oben dargestellten Beispiel ausgegan-
gen wurde mit der Ausnahme, dass zusétzlich ein Riickkaufsabzug in % des Deckungskapitals modelliert wurde.
Es wurden die folgenden Parameter separat variiert:

* Fixkosten zwischen -20 % und 20 % von 600 Fr. pro Jahr,

¢ Inflation zwischen 1 % und 5 % pro Jahr,

* Abschlusskosten zwischen 5 % und 9 % der Einmaleinlage,
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Profit Loss Cash—Flow
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Abbildung 15.1: Profit/Loss Profil einer Gemischten Versicherung.
* Zinsiiberschuss zwischen 75 % und 95 % des Uberzinses,
* Risikomarge zwischen 0 % und 40 %,
* Risikoiiberschuss zwischen 75 % und 95 %,
e rdr zwischen 5 % und 9 %,
* Riickkaufsabzug zwischen 0 % und 4 % des Deckungskapitals

* Stornohiufigkeit zwischen -20 % und 20 % beziiglich der Referenz.

Aus der Tabelle 15.4 ist ersichtlich, dass der PVFP besonders empfindlich auf die Abschlusskosten, den gewéhrten
Zinsiiberschuss und den Riickkaufsabzug reagiert.
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Fixkosten Verwaltung
PVFP
in PVFPRep

Inflation
PVFP
in PVFP s

Eff. Abschlusskosten
PVFP
in PYFPRos

Zinsiiberschuss
PVFP
in PVFPRf

Risikomarge
PVFP
in PVFPRe ¢

Risikoiiberschuss
PVFP
in PVFPyf

RDR
PVFP
in PYFPRos

Riickkaufabzug
PVFP
in PVFPRyf

Stornohiufigkeit
PVFP
in PVFPRe ¢

-20 %
1025
2579 %

1%
593
149.4 %

5%
2392
602.1 %

75 %
901
226.8 %

0%
396
99.6 %

Tabelle 15.4: Sensitivitiat des PVFP

-10 %
711
179.0 %

2%
498
1252 %

6%
1395
351.0 %

80 %
649
163.4 %

10 %
396
99.8 %

80 %
399
100.3 %

6%
117.1 %
1%
-169
-42.6 %
-10 %

383
96.4 %

0%
397
100.0 %

3%
397
100.0 %

7%
397
100.0 %

85 %
397
100.0 %

20 %
397
100.0 %

85 %
397
100.0 %

7%
397
100.0 %

2%
397
100.0 %

0%
397
100.0 %

10 %
84
21.0 %

4%
292
73.6 %

8%
-600
-151.0 %

90 %
145
36.6 %

30 %
398
100.2 %

90 %
396
99.7 %

8%
333
83.9%

3%
964
242.6 %

10 %
408
102.8 %

20 %
-230
-579 %

5%
182
459 %

9%
-1597
-402.1 %

95 %
-106
-26.8 %

40 %
399
100.4 %

95 %
395
99.3 %

9%
273
68.7 %

4%
1530
3852 %

20 %

417
104.9 %
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Kapitel 16

Return and Capital

16.1 Introduction

The general concept of a RORAC methods consists of the following steps:

1. Definition of the Risk Measure to be considered.
2. Definition of the Risk governing the product and modelling them.

3. Definition of the present value

16.2 Role of valuation

In order to do physics it is essential to measure the different quantities accurately. Independently of the actual length
of 1 meter the different laws and formulae are valid and correct. Therefore the meter servers mainly as an objective
yardstick for comparison. In the world of economics the common measure is the face amount of the money, for
example 1 Euro. Here the situation is however more difficult, in the sense that it is a priori not clear how to value
complex financial instruments such as options, illiquid stocks, insurance policies etc. In order to be able to publish
reliable financial statements and to do sensible risk management it is never the less imperative to base on reliable
valuation principles and methods. Without these methods neither financial accounting nor risk management make
sense. The aim of the following sections is to give an introduction into economic valuation methods.

16.2.1 Valuation methods

For a given financial instrument or liability valuation can in principle be done based on market or book values.
In case o book values the implicit aim is to prudently valuate the assets based on the purchase price. In case of
a stock the corresponding principle results in the so called lower cost or market"valuation, which means that the
stock is in the books at the purchase price as long as the market price is not lower. Assume that a stock has been
bought at Euro 100’000 and has doubled its market price. In this case the book value would still be Euro 100’000
and its market value Euro 200°000. Correspondingly there is a revaluation reserve of Euro 100’000 which is not
accounted for in this type of balance sheet. In order to show these hidden values more transparently the so called
market value accounting principles were introduced.

The market value of financial instrument can usually be determined looking at deep and liquid markets where
these instruments are traded. In case of most stocks this is the case. There are however instruments, which are not
regularly traded and here it is necessary to base the valuation on models. Typical instruments where models are
required are for example:
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Instrument Method for valuation

Illiquid Stocks Usually last paid price

Synthetic Zero Coupon Bonds | By recursion based on bonds with coupons

Properties By discounted cash flow method or expert judgement
Options and other derivates By mathematical methods such as Black-Scholes-Formula
Insurance Liabilities Based on synthetic replicating porfolios

The above table clearly shows the need for mathematical methods to approximate market values where such are
not directly observable. One of the most useful theories is the arbitrage free pricing theory which will be explained
in the next section.

16.2.2 Principle of no arbitrage

In economics, arbitrage is the practice of taking advantage of a state of imbalance between two or more markets: a
combination of matching deals are struck that capitalize upon the imbalance, the profit being the difference between
the market prices. When used by academics, an arbitrage is a transaction that involves no negative value at any
probabilistic or temporal state and a positive value in at least one state. A person who engages in arbitrage is called
an arbitrageur. The term is mainly applied to trading in financial instruments, such as bonds, stocks, derivatives
and currencies.

If the market prices do not allow for profitable arbitrage, the prices are said to constitute an arbitrage equilibrium or
arbitrage free market. An arbitrage equilibrium is a precondition for a general economic equilibrium. The following
example shows an arbitrage opportunity:

Suppose that the exchange rates (after taking out the fees for making the exchange) in London are £5 = $10 =
¥1000 and the exchange rates in Tokyo are ¥1000 = £6 = $10. Converting $10 to £6 in Tokyo and converting that
£6 into $12 in London, for a profit of $2, would be arbitrage. In reality, this triangle arbitrageis so simple that it
almost never occurs.

The most important elements of the Arbitrage Free Pricing Theory are:

* Pricing systems
* Arbitrage and

 Self-financing strategies.

We denote by Si(¢) the price of the asset k at time ¢, where Sy () denotes usually the investment in cash. A portfolio
at time ¢ is a vector @ (¢) indicating the number of units of the corresponding asset hold at time #. The value of this
portfolio at time ¢ equals

V() =< Sk(1), 0 (t) >=Y Sk(t) x o(t)
3

A self-financing trading strategy is a sequence of portfolios, which fulfils besides some additional mathematical
requirements the following equation: V(¢ ~) = V(¢), which can be interpreted as the absence of injecting or with-
drawing money during the changes of the portfolio. The trading strategy is called admissible if its value never falls
below 0. The idea of arbitrage free pricing is to replicate a financial instrument such as a stock option by a corre-
sponding self-financing trading strategy, which has exactly the same payout pattern as the financial instrument for
(almost) all possible states of the financial market. As the strategy was self-financing the value of the instrument at
time 0, needs to equal the value of the portfolio of the strategy at inception.

The arbitrage free pricing theory can today be considered as one of the cornerstones for pricing derivatives of
financial instruments such as stock options, swaptions etc. From a mathematical point of view this theory is intrin-
sically linked to martingales - the prototype of a fair game. It can be shown that the absence of arbitrage implies
the existence of a so called equivalent martingale measure Q(A). The price of the derivative is then the expected
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value of the discounted value of the instrument, not with respect to the original measure P(A), but with respect
to the equivalent martingale measure Q(A). This can be interpreted that the value process under this new measure
follows a fair game.

By using all the theoretical tools available for martingales it is possible to show a lot of nice features of these
processes. The so called Itd-calculus allows the analytical and numerical treatment of such instruments.

In relation to the valuation it becomes obvious that options and other derivatives which have no deep and liquid
market are priced and valuated based on these concepts. Furthermore they also play a significant role in the risk
management of derivatives, because Itd-calculus allows the quantification of the changes in the price depending on
the parameters resulting in the so called greeks. They represent the partial derivatives of the price and can be used
to approximate the change in value by using a Taylor-Approximation.

Another aspect of these tools is the possibility to simulate the price of financial instruments by Monte-Carlo-
Methods. Arbitrage Free Pricing Theory and the need for equivalent martingale measures for pricing indicate the
need to use the equivalent martingale measure for simulations - or equivalently to use so called deflators with
respect to the original measure P(A). Deflators can be considered as link between the two measures and are closely
related to the concept of a Radon-Nikodym density [di—% (A).

A section about the Arbitrage Free Pricing Theory is certainly incomplete without mentioning the Black-Scholes
Formula. The Black-Scholes model is a model of the evolving price of financial instruments, in particular stocks.
The Black-Scholes formula is a mathematical formula for the theoretical value of European put and call stock
options derived from the assumptions of the model. The formula was derived by Fischer Black and Myron Scholes
and published in 1973. They built on earlier research by Edward Thorpe, Paul Samuelson, and Robert C. Merton.
The fundamental insight of Black and Scholes is that the option is implicitly priced if the stock is traded. Merton
and Scholes received the 1997 Nobel Prize in Economics for this and related work; Black was ineligible, having
died in 1995.

16.2.3 Reconciliation of balance sheets

One of the main challenges with respect to economic balance sheets is the missing experience in doing so. Com-
panies are much more used to produce their financial reports based on book value based principles where often
virtual assets and liabilities and other “difficult animals” occur, such as:

* Deferred acquisition cost assets
* Activated software assets

* Deferred Taxes

» Equalisation Reserves

* Additional technical reserves for all type of things, etc.

In order to produce reliable economic balance sheets it is therefore advisable to start with an audited balance sheet
of the company and to reconcile each position from book values to market values. In case of assets the reconci-
liation between book values and market values usually equals the revaluation reserves. But for some positions a
reconciliation is difficult and therefore even more necessary. Just to mention one of the most difficult positions.
What is the market value of a 100% consolidated subsidiary?

After having done the reconciliation it is far easier to explain a economic balance sheet to an audience understan-
ding the traditional accounts. The reconciliation furthermore gives deep insights where the company suffers small
margins or has a lot of fat.
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16.3 General Considerations

Im principle there are currently two different approaches, which are used in the life insurance industry for the
determination of the profitability of a product, both of which are based on a cash flow approach:

* The traditional embedded value approach, or also the european value approach, and the

¢ Economic Valuation / Market consistent embedded value.

The main difference between these two approches is the consideration of the underlying risk.

16.3.1 Traditional embedded value

In case of a traditional embedded value the value of new businiess is defined by

=

VnB = Y (1+rdr) *P/L(t) — CoC, where (16.1)
k=0

CoC = Z (1+ rdr) "% {Required Capital(r) x (rdr — (Return))}. (16.2)
k=1

Note that in general CoC > 0, as rdr > (Return). The idea behind this approach is that a shareholder wants to earn
a certain return on the capital he invests. Therefore we have

1. Each profit which we get in 7 years, has a current value of (1 + rdr) T P/L.

2. On the other hand the required capital C coming from the shareholder is locked in. Therefore its value
corresponds to V(C) = Y5 (1 +rdr) =% (C x Return). It can easily be shown that V(C) = C — CoC.

The main disadventages of this approach are:

* Losses in the future are usually haevily discounted and not seen,
 Usually the capital C equals a statutory capital. Therefore the actual risk can not be assessed via the capital.

* The risk is considered implicitely by setting the risk discount rate rdr. This makes it very difficult to compare
different types of business with different risk characteristics.

16.3.2 Economic Valuation / Market consistent embedded value

In contrast to the traditional embedded value the economic valuation or also market consistent embedded value is
based on modern valuation techniques such as arbitrage free priceing etc. The idea is here to base discounting on
a risk free rate. Risk is considered by setting appropriate capital for the different points in time and by setting an
adequate Cost of Capital.

The most important additional insight which will be provided by Solvency II are economic balance sheets in
particular with respect to insurance liabilities. This means on the asset side that all unrealised capital gains and
losses are taken into account in a transparent way. On the liability side the situation is somewhat different, because
there no tradable instruments exist which can be used to perfectly replicate the liabilities in order to determine
their economic price. It is however clear that exactly this information is of utmost importance for managing the
risks and one uses therefore usually a model approach to get a reasonable approximation of the market values for
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the insurance liabilities. In a first step one needs to calculate the expected present value of the future policyholder
benefits. On top of this amount one requires a so called market value margin MV M. In order to calculate the
expected present value of the future policyholder benefits, one needs to calculate the corresponding cash flows.
The expected present value of the cash flows (CF;);c{0,1,2,...} is then calculated by

E[PV} = i n(ZCB,) X E[CF,],
t=0

where 7(ZCB,) denotes the market price of a zero coupon bond with maturity ¢ at balance sheet date. This cal-
culation being in theory very easy requires some effort from the insurance company. It is however relatively easy
to perform, because one can largely relay on existing calculations and approximations if necessary. Whereas this
calculation is quite straight forward for P&C insurance, it requires some additional considerations for life port-
folios, where it is typically based on a policy-by-policy calculation. In contrast to usual actuarial practise where
mathematical reserves are based on the assumption that there are no lapses, it is key within a realistic valuation to
also consider this effect. Doing so the duration of liabilities usually reduces considerably. This clearly shows the
importance to consider this effect.

On top on the expected present value, it is necessary to calculate the market value margin. To this end there exist
two different approaches and advocates for both of them. On the one hand side this is the quantile approach, where
the MVM = F,,' (&) — E[PV] for a given probability @, (say & = 75%). The difficulty with this approach lies in
the fact that the determination of the distribution function is one of the most challenging undertakings in actuarial
sciences. Whereas there exist some theoretical methods to do so in non-life insurance, there are, at least in view,
no reasonable methods available for life insurance. Using standard methods in actuarial life mathematics and a
reasonable portfolio size one almost certainly ends up at a neglectable marked value margin due to the law of large
numbers.

The other approach is the Cost of Capital approach (CoC) where the required risk capital (RC;) is projected into
the future. In a second step the CoC equals the present value of the corresponding costs for the future periods:
MVM = CoC = Y B x RC, x ©(ZCB).
=0

The parameter B corresponds to the unit cost of capital and is usually in the order between 2% and 6%,
for regualtory purposes. In case of a given hurdle rate ¥ (eg ¥ = 7%), B can be calculated by the formula
B = y — Riskfree for the corresponding period, neglecting for the moment the effect of taxation. Whereas the
quantile approach is technically very difficult to implement reasonable simplifications are possible for the CoC
approach. Furthermore it leads to much more stable results. Finally it is important to remark that the CoC approach
has two additional benefits: on the one hand one can quite easily verify the corresponding results and on the other
hand it avoids double counting of capital.

Similarely one can calculate the Internal Rate of Return by this approach. Assume that 8 = y — Riskfree is constant
(for example by introducing a constant spread over risk free), the calculation becomes still easier:

E[PV]

IRR = —
Y2 oRC; x m(ZCB;y)

+ Riskfree.

In case of yield-curve which is not flat, the IRR (eg ) can be calculated by the following formula:

E[PV]+Yi x RC, x T(ZCB,)

IRR =
Y2 oRC x m(ZCBy) ’

ZCB(t+1)
ZCB(r)

where i corresponds to the corresponding foreward return on the capital, eg i; = — 1. It is obvious that in

case of a flat yieldcurve the two formuli have the same result.
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Having stated the importance of basing the Solvency regime on a reliable economic balance sheet, there is another
important question relating to the market consistent valuation of liabilities. What is the value of the different
policyholder options such as the possibility to surrender a policy or to take capital or annuity in a pension scheme?
On the one hand it is clear that these implicit options can have a considerable value, but on the other hand there are
few reliable methods to value them, which are generally accepted. Therefore also here a pragmatic approach has
to be taken. This means that only the most relevant policyholder options should be quantified. The most prominent
example is the guaranteed unit linked insurance contract. Here the valuation of the corresponding put option on
the fund is relatively easy to quantify based for example on the Black-Scholes formula and the corresponding risk
management techniques.

Finally we need to realise that in the real world there are additional constraints, which have an impact on the value
of a portfolio or a product sold. The most relevant are listed below:

¢ Frictional costs and

¢ Taxes,

Frictional costs stem from the fact, that the company needs to hold at a certain time the corresponding statutory
reserves V; for an underlying block of business. Given the fact that the best estimates liabilities E[PV] may be
inferior, the company needs to hold this additional amount, resulting in the above mentioned (pure) frictional
capital costs:

FCC* = i B {max(0,V; — E[PV];)} x ©(ZCB,),
t=0

where E[PV]; denotes the expected present value of liabilities as seen at time 7. Based on the fact that the risk
capital also qualifies as capital to fill up missing reserves, the total frictional capital costs amount to:

FCC = max(0,FCC* —CoC)

With respect to taxes, all values need to be considered after tax. Whether a certain tax applies and to which extend
depends heavily on the country. In the simplest setting, pre-tax values can simply be multiplied by (1 — taxrate).

16.4 Formulae

E[PV] = Y n(ZCB,) x E[CF] (16.3)
t=0
CoC = Y B x RC, x m(ZCB;) (16.4)
t=0
Fccr =Y B{max(0,V;, —E[PV],)} x ©(ZCB) (16.5)
=0
FCC = max(0,FCC* —CoC) (16.6)
Profit before Tax = E[PV]—CoC — FCC (16.7)
Profit after Tax = (1 — taxrate) x {E[PV]— CoC — FCC} (16.8)

B = y—Riskfree for the corresponding period (16.9)
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16.5 Examples

16.5.1 Annuity

We consider here a real life annuity portfolio with a total face amount of about Euro 240 M p.a. In order to
determine the expected cash flows and the replicating portfolio it is in a first step necessary to choose a mortality
law for the description of the evolution of the mortality:

Gxi = Gxgy X eXp(—Ay X (t —10)).

Considering in an next step one x year old person the present value of the annuity in payment of 1 Euro is given by

.. 1
ay = thx Xy
t

This indicates that the expected cash-flow at time ¢ equals ; p, and therefore the replicating portfolio corresponds to
Y, (px X ZCB(t), where ZCB(t) represents an abstract basis for the corresponding zero coupon bonds. This policy
has the following value at balance sheet date:

E[PV] = Y. x 7(ZCB(1)),

where 7[X] denotes the market price of the financial instrument X.

In a next step it is now necessary to calculate the market value margin. In order to do that one needs to determine the
relevant risk factors together with their probability functions. In case of the annuity portfolio we assume longevity
as main risk factor and assume that the mortality for future years follows the following law:

Gxi = Grpy X eXp(—Ae(@) x (t —10)).

In this case we model the risk by replacing A, by A.(®) = ¢(®) X A;. ¢(®) corresponds to the relative change in
mortality improvement in relation to the observed standard trend. In this case the present value of the loss equals
the difference of the expected present values based on A, and A,(®) respectively. By integrating over d® one gets
the desired result for the present value of the risk capital. Multipling by the unit CoC results in the desired result.

The analysis is based on a real life annuity portfolio with reserves summing up to Euro 2.7 bn and annuities in
payment of ca. Euro 240 M. We use a 99.5% shortfall as risk measure for the calculation of the CoC. At this point
in time it is worth to mention the fact that

Y. B xRC, x m(ZCB;) = B x Y RC; x n(ZCBy).
t=0 t=0

This means that it is possible to model the present value of the risk capital directly, which is done for this example.
Furthermore the function:

N—R,n— Y RC, x n(zCB;)
t=n

1
n(ZCB,) &
defines the required risk capital for the different periods. Figure 16.1 illustrates the replicating portfolio, on the

one hand side with ¢ = 100%, and on the other with ¢ = 130%, showing the longer duration and hence the higher
present value in the latter case.

By using the replicating protfolios as given in Figure 16.1, the development of the required capital corresponds to
figure 16.2, using a somewhat simplified version for the capital.

As a next step these calculations have to be done for the diffent ¢(®), and weighted with the corresponding
probabilities. The following table illustrates this:
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Abbildung 16.1: Replicating Portfolio

M c=100% M c=130%

c(w) Plc(w)] Loss(c(m)) Contribution to Tail Var
bn Euro bn Euro

1.0 0.000

1.1 -0.032

1.2 -0.065

1.3 -0.099

1.4 -0.133

1.5 -0.169

1.6 -0.205

1.7 -0.242

1.8 0.0005 -0.280 -0.028

1.9 0.0005 -0.319 -0.031

2.0 0.0004 -0.359 -0.028

2.5 0.0019 -0.572 -0.217

3.0 0.0017 -0.801 -0.272

Total 0.0050 -0.578

This indicates that the present value of the risk capital, calculated with the 99.5 % TailVar, amounts to 0.578 bn
Euro. Assuming that the statutory reserves or the price the company pays corresponds to 2.934 bn Euro we get the

following;

© Michael Koller
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123456 7 8 9101112131415161718 19 2021 2223 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

Abbildung 16.2: Required capital over time

bn Euro %
+  Statutory reserve 2.934 100.00 %
—  E[pPV] 2.750 93.73 %
—  CoC 13% 0.075 2.56 %
— Tax 25% 0.028 0.95 %
= Profit Tax=25 % 0.080 2.72 %

IRR ca.30 %

In this particular case the margins induced by the prudent mortality laws in the statutory reserves are partially offset
by a low interest environment. It is however obvious that the statutory reserves carry about 4 % of margin with
respect to a market consistent valuation.

16.5.2 Capital Protection

Whereas we have considered in the first example an annuity portfolio, we now want to look at a life protection
portfolio for consisting of 100 x = 30 year old persons with a term of 30 years. The death benefit amounts (per
policy) to 100’000 Euro with a E[PV] = 14/507 Euro. In order to calculate the risk capital, we assume that the
exogenous risk factor are types of pandemies, as follows:

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



182 Return and Capital

0 = Relative g,-level Return period for 0 F, Jevel(0)
1.0 0 0.000
1.1 10 0.975
1.2 20 0.976
1.3 30 0.978
1.4 40 0.980
1.5 50 0.981
2.0 100 0.990
2.5 175 0.994
3.0 250 0.996
4.0 500 0.998
10.0 1100 0.999

20+¢€ oo 1.000

Based on this approach it is now possible to do a simulation by replacing the original g, by a new random g, (®)
given by F qﬁleve](e). The following table summarises the main results of this simulation:

Relative in % SaR
Expected Value at level 100 % 1’407°500
Expected Addl Loss 43°100 3.1 % 0.43 %
Sdtdev 97700 6.9 % 0.97 %
250 244’400 17.4 % 2.44 %
F~1(99%) 568’800 40.4 % 5.68 %
F~1(99.6%) 7207500 512 % 7.20 %
TVar(99%) 6977100 49.5 % 6.97 %

This indicates that given a hurdle rate of 13 % and using the VaR with respect to a return period of 250 years, the
required single premium for this contract can be calculated as follows, neglecting the impact of taxes:

Item Amount
E[PV] 1°450°700
CoC @ 13 % 720’500 x 13% 93’600
Total 1°544°300

The following figures illustate the effect of the 1918’ influenza pandemy (’Spanish Flu’):
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average(qx(t))
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Abbildung 16.3: Development of Mortality over Time
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Comparision of d, for different years (Swiss Population)
0.18 T T T T T

Abbildung 16.4: Comparision of different years
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Excess Mortality 1918 Swiss Population
T T T
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0.025
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X

0.015

Excess Mortality q
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Abbildung 16.5: Excess Mortality 1918
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Average Mortality in Sweden 1751 - 2005
0.05 \ w
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Abbildung 16.6: Average Mortality for Sweden 1751 - 2005
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Mortality Sweden 1750 - 2005
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Abbildung 16.7: Mortality by Ages for Sweden 1751 - 2005
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Anhang A

Schweizer Volkssterbetafeln

Sterbewahscheinlichkeit gemiss Schweizer Volkssterbetafeln 1988/93:
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Schweizer Volkssterbetafeln

A.1 Mainner

© Michael Koller

Alter Ledig | Verheiratet | Verwitwet | Geschieden
1 2 3 4 5
18 | 0.001 128 | 0.006 055 - -
19 | 0.001 414 | 0.002 360 - -
20 | 0.001 530 | 0.001410 | 0.014 641 0.011 985
21 | 0.001 575 | 0.001 138 | 0.035 403 0.010 034
22 | 0.001 621 | 0.001 123 | 0.053 526 0.008 393
23 1 0.001 684 | 0.001 217 | 0.036 550 0.007 221
24 | 0.001 764 | 0.001 298 | 0.031 296 0.006 315
25 |1 0.001 861 | 0.001 256 | 0.026 818 0.005 606
26 | 0.001974 | 0.001 125 | 0.022 998 0.005 048
27 1 0.002 102 | 0.000977 | 0.020 349 0.004 607
28 | 0.002245 | 0.000 861 | 0.018 237 0.004 262
29 | 0.002399 | 0.000798 | 0.016 521 0.003 995
30 | 0.002563 | 0.000777 | 0.015 095 0.003 793
31 | 0.002736 | 0.000785 | 0.013 875 0.003 646
321 0.002916 | 0.000 814 | 0.012 802 0.003 548
33 1 0.003 102 | 0.000 855 | 0.011 827 0.003 493
34 1 0.003293 | 0.000901 | 0.010918 0.003 477
35 | 0.003490 | 0.000953 | 0.010 060 0.003 496
36 | 0.003695 | 0.001010 | 0.009 243 0.003 546
37 | 0.003909 | 0.001073 | 0.008 460 0.003 627
38 | 0.004 137 | 0.001 145 | 0.007 705 0.003 736
39 | 0.004379 | 0.001 225 | 0.006 947 0.003 873
40 | 0.004 640 | 0.001316 | 0.006 267 0.004 037
41 | 0.004 923 | 0.001420 | 0.005 593 0.004 227
42 | 0.005231 | 0.001539 | 0.005 009 0.004 448
43 | 0.005570 | 0.001 676 | 0.004 558 0.004 703
44 1 0.005945 | 0.001 834 | 0.004 267 0.005 000
45 | 0.006 359 | 0.002017 | 0.004 159 0.005 345
46 | 0.006 814 | 0.002 227 | 0.004 259 0.005 747
47 | 0.007 315 | 0.002468 | 0.004 558 0.006 211
48 | 0.007 864 | 0.002 742 | 0.005 053 0.006 743
49 | 0.008 466 | 0.003 055 | 0.005 753 0.007 350
50 | 0.009 125 | 0.003410 | 0.006 667 0.008 037
51 | 0.009 844 | 0.003 811 | 0.007 796 0.008 811
52 1 0.010629 | 0.004 263 | 0.009 120 0.009 677
53 1 0.011485 | 0.004770 | 0.010579 0.010 642
54 1 0.012415 | 0.005336 | 0.012 087 0.011 711
55 1 0.013427 | 0.005966 | 0.013 603 0.012 890
56 | 0.014529 | 0.006 668 | 0.015110 0.014 184
57 | 0.015729 | 0.007 447 | 0.016 598 0.015 599
58 | 0.017036 | 0.008311 | 0.018 069 0.017 138
59 | 0.018 460 | 0.009 266 | 0.019 529 0.018 803
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Age | Célibataire Marié Veuf Divorcé
1 2 3 4 5
60 | 0.020012 | 0.010321 | 0.020 998 | 0.020 594
61 | 0.021705 | 0.011 483 | 0.022 506 | 0.022 508
62 | 0.023552 | 0.012760 | 0.024 091 | 0.024 538
63 | 0.025567 | 0.014 158 | 0.025 805 | 0.026 675
64 | 0.027 765 | 0.015688 | 0.027 704 | 0.028 910
65 | 0.030159 | 0.017360 | 0.029 810 | 0.031 252
66 | 0.032759 | 0.019 190 | 0.032 140 | 0.033 720
67 | 0.035574 | 0.021 193 | 0.034 710 | 0.036 340
68 | 0.038614 | 0.023390 | 0.037 533 | 0.039 141
69 | 0.041885 | 0.025801 | 0.040 627 | 0.042 164
70 | 0.045392 | 0.028 454 | 0.044 004 | 0.045 453
71 | 0.049 137 | 0.031377 | 0.047 677 | 0.049 068
72 | 0.053121 | 0.034 606 | 0.051 656 | 0.053 077
73 | 0.057 337 | 0.038 182 | 0.055948 | 0.057 568
74 | 0.061 788 | 0.042 150 | 0.060 563 | 0.062 632
75 | 0.066 513 | 0.046 550 | 0.065 535 | 0.068 314
76 | 0.071573 | 0.051423 | 0.070 915 | 0.074 645
77 | 0.077 042 | 0.056 815 | 0.076 758 | 0.081 643
78 | 0.083016 | 0.062770 | 0.083 136 | 0.089 318
79 | 0.089 609 | 0.069 337 | 0.090 129 | 0.097 658
80 | 0.096962 | 0.076 566 | 0.097 834 | 0.106 602
81 | 0.105249 | 0.084 508 | 0.106 369 | 0.116 122
82 | 0.114685 | 0.093214 | 0.115873 | 0.126 131
83 | 0.125538 | 0.102 737 | 0.126 511 | 0.136 507
84 | 0.138059 | 0.113 122 | 0.138443 | 0.147 136
85| 0.152175 | 0.124391 | 0.151 677 | 0.158 087
86 | 0.167632 | 0.136549 | 0.166 132 | 0.169 516
87 | 0.183997 | 0.149582 | 0.181 609 | 0.181 474
88 | 0.200642 | 0.163 451 | 0.197 969 | 0.194 544
89 | 0.216727 | 0.178 080 | 0.214 824 | 0.208 894
90 | 0.231206 | 0.193394 | 0.231 725 | 0.224 938
91 | 0.243232 | 0.209 086 | 0.248 263 | 0.243 194
92 | 0.253389 | 0.224 057 | 0.264 600 | 0.264 315
93 | 0.262862 | 0.236 751 | 0.281 162 | 0.289 130
94 | 0.273 068 | 0.245392 | 0.298 513 | 0.318 708
95 | 0.285658 | 0.248 199 | 0.317 368 | 0.354 442
96 | 0302611 | 0.246 575 | 0.338 616 | 0.398 178
97 | 0326447 | 0.253 864 | 0.363 367 | 0.452 388
98 | 0.360629 | 0.309 682 | 0.393 034 | 0.520 445
99 | 0.410258 | 0.377 884 | 0.429 450 | 0.607 003
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Schweizer Volkssterbetafeln

A.2 Frauen
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Alter Ledig | Verheiratet | Verwitwet | Geschieden
1 2 3 4 5
17 | 0.000 328 | 0.000 721 - -
18 | 0.000 388 | 0.000 561 - -
19 | 0.000 441 | 0.000478 - -
20 | 0.000 453 | 0.000424 | 0.020 666 0.002 840
21 | 0.000451 | 0.000382 | 0.017 142 0.002 252
22 | 0.000479 | 0.000353 | 0.014314 0.001 790
23 1 0.000 531 | 0.000333 | 0.011996 0.001 426
24 | 0.000 603 | 0.000322 | 0.008 481 0.001 138
25 | 0.000 686 | 0.000317 | 0.006 747 0.001 070
26 | 0.000767 | 0.000317 | 0.005 588 0.001 125
27 | 0.000 841 | 0.000 323 | 0.004 632 0.001 258
28 | 0.000 906 | 0.000333 | 0.003 840 0.001 418
29 | 0.000963 | 0.000 347 | 0.003 307 0.001 548
30 | 0.001 015 | 0.000366 | 0.002 901 0.001 630
31 | 0.001 063 | 0.000389 | 0.002590 0.001 666
32 1 0.001 110 | 0.000416 | 0.002 351 0.001 664
33 1 0.001 160 | 0.000 446 | 0.002 170 0.001 635
34 1 0.001 215 | 0.000481 | 0.002 037 0.001 591
35 1 0.001276 | 0.000519 | 0.001 946 0.001 542
36 | 0.001345 | 0.000562 | 0.001 893 0.001 500
37 | 0.001 423 | 0.000 609 | 0.001 875 0.001 473
38 | 0.001 510 | 0.000 663 | 0.001 890 0.001 471
39 | 0.001 606 | 0.000722 | 0.001 939 0.001 502
40 | 0.001 712 | 0.000 788 | 0.002 023 0.001 577
41 | 0.001 829 | 0.000 862 | 0.002 144 0.001 690
42 | 0.001 958 | 0.000944 | 0.002 297 0.001 836
43 | 0.002 102 | 0.001 036 | 0.002 475 0.002 005
44 1 0.002261 | 0.001 140 | 0.002 669 0.002 185
45 | 0.002437 | 0.001 255 | 0.002 866 0.002 376
46 | 0.002629 | 0.001383 | 0.003 051 0.002 577
47 | 0.002 838 | 0.001 524 | 0.003 223 0.002 789
48 | 0.003061 | 0.001 680 | 0.003 386 0.003 015
49 | 0.003298 | 0.001 849 | 0.003 542 0.003 254
50 | 0.003 548 | 0.002034 | 0.003 699 0.003 510
51 | 0.003 809 | 0.002233 | 0.003 863 0.003 785
52 1 0.004 079 | 0.002446 | 0.004 041 0.004 081
53 1 0.004 353 | 0.002672 | 0.004 242 0.004 402
54 1 0.004 630 | 0.002910 | 0.004 477 0.004 752
551 0.004912 | 0.003 162 | 0.004 749 0.005 135
56 | 0.005202 | 0.003 430 | 0.005 061 0.005 553
57 | 0.005507 | 0.003716 | 0.005416 0.006 011
58 | 0.005832 | 0.004 025 | 0.005 818 0.006 513
59 | 0.006 186 | 0.004 362 | 0.006 271 0.007 063
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Age | Célibataire Marié Veuf Divorcé
1 2 3 4 5
60 | 0.006579 | 0.004 731 | 0.006 779 | 0.007 665
61 | 0.007 022 | 0.005 141 | 0.007 346 | 0.008 326
62 | 0.007 531 | 0.005601 | 0.007 978 | 0.009 051
63 | 0.008 123 | 0.006 121 | 0.008 677 | 0.009 847
64 | 0.008 820 | 0.006 716 | 0.009 451 | 0.010 722
65 | 0.009 636 | 0.007396 | 0.010308 | 0.011 687
66 | 0.010585 | 0.008 173 | 0.011 261 | 0.012 755
67 | 0.011685 | 0.009061 | 0.012326 | 0.013 942
68 | 0.012952 | 0.010075 | 0.013 518 | 0.015 267
69 | 0.014 407 | 0.011 233 | 0.014 860 | 0.016 754
70 | 0.016072 | 0.012554 | 0.016375 | 0.018 430
71 | 0.017968 | 0.014 062 | 0.018 093 | 0.020 327
72 | 0.020119 | 0.015781 | 0.020 051 | 0.022 485
73 | 0.022 546 | 0.017 740 | 0.022 289 | 0.024 952
74 | 0.025275 | 0.019971 | 0.024 858 | 0.027 783
75 | 0.028 344 | 0.022 513 | 0.027 809 | 0.031 036
76 | 0.031 803 | 0.025413 | 0.031 198 | 0.034 772
77 | 0.035710 | 0.028 723 | 0.035 092 | 0.039 062
78 | 0.040 131 | 0.032506 | 0.039565 | 0.043 990
79 | 0.045148 | 0.036 835 | 0.044 702 | 0.049 647
80 | 0.050852 | 0.041 794 | 0.050599 | 0.056 135
81 | 0.057358 | 0.047 482 | 0.057 368 | 0.063 581
82 | 0.064796 | 0.054 016 | 0.065 130 | 0.072 117
83 | 0.073325 | 0.061534 | 0.074 026 | 0.081 892
84 | 0.083 107 | 0.070 165 | 0.084 191 | 0.093 079
85 | 0.094215 | 0.079 881 | 0.095 685 | 0.105 899
86 | 0.106648 | 0.090513 | 0.108 498 | 0.120 614
87 | 0.120340 | 0.101 736 | 0.122 548 | 0.137 536
88 | 0.135130 | 0.113 035 | 0.137 660 | 0.157 030
89 | 0.150746 | 0.124 050 | 0.153 545 | 0.179 533
90 | 0.166 786 | 0.134 099 | 0.169 787 | 0.205 560
91 | 0.182852 | 0.142395 | 0.185995 | 0.235 727
92 | 0.199087 | 0.148 065 | 0.202 420 | 0.270 769
93 | 0.215927 | 0.150285 | 0.219670 | 0.311 564
94 | 0.233995 | 0.152549 | 0.238 596 | 0.359 168
95 | 0.254134 | 0.154 857 | 0.260 339 | 0.414 850
96 | 0.277454 | 0.157 210 | 0.286 422 | 0.480 140
97 | 0305427 | 0.159611 | 0.318917 | 0.556 893
98 | 0.340042 | 0.162 060 | 0.360 711 | 0.647 356
99 | 0.384045 | 0.164 560 | 0.415969 | 0.754 265
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Anhang B
Sterbetafeln Einzelkapitalversicherung

Sterbewahrscheinlichkeiten nach Sterbetafeln EKM 1995 und EKF 1995:
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Sterbetafeln Einzelkapitalversicherung

B.1 Minner: EKM 1995

O 01NN W= O

0.003096
0.001177
0.000805
0.000719
0.000643

0.000577
0.000522
0.000478
0.000446
0.000427

0.000422
0.000431
0.000453
0.000496
0.000591

0.000772
0.001067
0.001475
0.001888
0.002177

0.002254
0.002174
0.002028
0.001863
0.001714

0.001593
0.001497
0.001421
0.001365
0.001327

0.001305
0.001297
0.001302
0.001318
0.001342

0.001374
0.001411
0.001469
0.001539
0.001623

0.001724
0.001843
0.001984
0.002148
0.002340

0.002561
0.002813
0.003098
0.003417
0.003773

0.004166
0.004598
0.005070
0.005587
0.006154

0.006777
0.007451
0.008177
0.008959
0.009815

0.010752
0.011746
0.012788
0.013908
0.015062

0.016271
0.017551
0.018905
0.020333
0.021838

0.023423
0.025106
0.026970
0.029115
0.031639

0.034642
0.038220
0.042471
0.047492
0.053380

0.060230
0.067782
0.075670
0.083909
0.092497

0.101436
0.110725
0.120365
0.130355
0.140695

0.151386
0.162427
0.173818
0.185559
0.197651

0.210092
0.222884
0.236025
0.249516
0.263356

0.277546
0.292085
0.306973
0.322211
0.337797

0.353732
0.370015
0.386646
0.403626
0.420953

0.438628
0.456650
0.475019
0.493735
0.512797

0.532205
0.551959
0.572058
0.592501
0.613289
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B.2 Frauen: EKF 1995

OO0 W —=O

0.001562
0.001218
0.000933
0.000701
0.000519

0.000385
0.000295
0.000250
0.000246
0.000272

0.000317
0.000367
0.000414
0.000452
0.000530

0.000735
0.000992
0.001112
0.001045
0.000939

0.000853
0.000778
0.000714
0.000668
0.000633

0.000613
0.000605
0.000606
0.000615
0.000631

0.000653
0.000679
0.000709
0.000741
0.000778

0.000818
0.000863
0.000920
0.000984
0.001055

0.001136
0.001225
0.001324
0.001432
0.001553

0.001687
0.001832
0.001988
0.002158
0.002341

0.002537
0.002743
0.002961
0.003196
0.003448

0.003719
0.004008
0.004313
0.004643
0.005007

0.005415
0.005824
0.006199
0.006593
0.007005

0.007447
0.007970
0.008635
0.009502
0.010631

0.012078
0.013913
0.016100
0.018657
0.021579

0.024866
0.028516
0.032526
0.036896
0.041625

0.046712
0.052156
0.057957
0.064115
0.070629

0.077498
0.084724
0.092304
0.100239
0.108529

0.117173
0.126171
0.135523
0.145229
0.155289

0.165701
0.176467
0.187586
0.199058
0.210882

0.223058
0.235586
0.248467
0.261698
0.275282

0.289216
0.303501
0.318136
0.333123
0.348459

0.364144
0.380180
0.396564
0.413297
0.430378

0.447808
0.465584
0.483708
0.502179
0.520996
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Anhang C

Performance der Schweizer Aktien in den
letzten 70 Jahren
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Abbildung C.1: Performance des SMI 1925 - 2000
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Anhang D

Zinsstrukturen

Zinsstruktur 10.5.2000: Swapsiitze,
Zinsstruktur 26.11.2002: CHF LIBOR Terminraten.
Beide umgerechnet auf ZCB-Preise.

© Michael Koller

Zinsstruktur 10.5.2000

Zinsstruktur 26.11.2002

Laufzeit|Spot Rates| Wert  [Spot Rates Wert
s Y(t,t+s) | P(t,t+s) | Y(t,t+s) | P(t,t+s)
1 3.91% 0.96239 | 0.93% 0.99075
2 4.09% 0.92294 1.35% 0.97355
3 4.22% 0.88342 1.69% 0.95084
4 4.28% 0.84576 1.96% 0.92532
5 4.32% 0.80940 | 2.17% 0.89806
6 4.38% 0.77322 | 2.35% 0.86984
7 4.45% 0.73727 2.50% 0.84112
8 4.52% 0.70210 | 2.64% 0.81157
9 4.58% 0.66809 | 2.77% 0.78209
10 4.64% 0.63535 2.88% 0.75305
11 2.98% 0.72380
12 3.08% 0.69501
13 3.16% 0.66736
14 3.23% 0.64082
15 3.29% 0.61539
16 3.34% 0.59109
17 3.38% 0.56787
18 3.42% 0.54571
19 3.45% 0.52460
20 3.48% 0.50446
21 3.50% 0.48527
22 3.52% 0.46704
23 3.53% 0.44980
24 3.54% 0.43355
25 3.55% 0.41833
26 3.55% 0.40420
27 3.54% 0.39101
28 3.53% 0.37860
29 3.52% 0.36691
30 3.50% 0.35585
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Anhang E

Sterbetafel EKM95

Sterbetafel fiir Madnner mit einem technischen Zins von 2.50%.

=
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28
29
30
31
32
33
34
35

0.00309632
0.00117703
0.00080510
0.00071931
0.00064308
0.00057698
0.00052168
0.00047790
0.00044623
0.00042741
0.00042205
0.00043075
0.00045319
0.00049621
0.00059111
0.00077145
0.00106657
0.00147493
0.00188763
0.00217699
0.00225392
0.00217437
0.00202806
0.00186320
0.00171386
0.00159336
0.00149656
0.00142104
0.00136506
0.00132696
0.00130497
0.00129738
0.00130242
0.00131780
0.00134211
0.00137348

100’000
99’690
99’573
99’493
99’421
99’357
99’300
99'248
99'201
99’157
99’114
99'072
99030
98'985
98'936
98'877
98'801
98'696
98'550
98'364
98’150
97'929
97'716
97’517
97336
97'169
97014
96'869
96'731
96'599
96'471
96'345
96'220
96095
95’968
95'839
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64
57
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47
44
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45
49
58
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146
186
214
221
213
198
182
167
155
145
138
132
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126
125
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127
129
132

76.35
75.59
74.67
73.73
72.79
71.83
70.87
69.91
68.94
67.98
67.00
66.03
65.06
64.09
63.12
62.16
61.21
60.27
59.36
58.47
57.60
56.73
55.85
54.96
54.06
53.15
52.24
51.32
50.39
49.46
48.52
47.58
46.65
45.71
44.777
43.82

100'000.00
97'258.90
94/775.04
92/389.01
90'070.79
87'817.43
85'626.11
83/494.09
81/418.72
79'397.45
77'427.82
75'507.45
73'634.08
71'805.57
70'019.45
68'271.28
66'554.74
64'862.20
63'186.86
61'529.36
59'897.96
58'305.32
56'759.55
55'262.87
53'814.54
52'412.01
51'052.19
49'732.48
48'450.54
47'204.30
45991.86
44'811.56
43'661.87
42/541.47
41449.18
40/383.95

3'405'999
3/305'999
3208"740
3'113'965
3'021'576
2931505
2'843'688
2/758'062
2'674'568
2/593'149
2513751
2'436'324
2'360'816
2/287'182
2/215'376
2'145'357
2'077'086
2'010'531
1'945'669
1882482
1'820/953
1'761055
1702749
1'645'990
1'590'727
1536'912
1/484'500
1/433/448
1'383'716
1/335'265
1/288/061
1'242'069
1'197'257
/153596
1111054
1'069'605

94’053'006
90'647'007
87'341'008
84'132/268
81'018/303
77'996'727
75'065'222
72/221'534
69'463'472
66'788'905
64'195'756
61'682'004
59'245'681
56/884'865
54'597'683
52/382'306
50'236/949
48'159'863
46'149'332
44'203'663
42/321'181
40'500'229
38'739'174
37'036'425
35'390/435
33/799'708
32/262'796
30/778'295
29'344'847
27'961'132
26'625'866
25'337'806
24'095'737
22/898'479
21'744'884
20/633/830

302.08
111.68
74.44
64.84
56.51
49.43
43.58
38.93
35.45
33.11
31.88
31.73
32.56
34.76
40.38
51.38
69.25
93.33
116.36
130.68
131.71
123.69
112.30
100.45
89.98
81.47
74.54
68.95
64.52
61.11
58.55
56.72
55.48
54.69
54.27
54.11

16'927
16’625
16’513
16’439
16’374
16317
16268
16224
16’185
16'150
16'117
16’085
16053
16/021
15’986
15’945
15'894
15’825
15732
15’615
15’484
15’353
15'229
15117
15016
14/926
14’845
14770
14/701
14637
14576
14'517
14’460
14’405
14'350
14296

1'112/023
1'095'096
1'078'472
1'061'958
1045520
1'029'146
1'012'829
996/561
980337
964’151
948'001
931'884
915’800
899746
883726
867'740
851794
835'900
820'075
804/344
788'729
773'244
757'891
742'662
727’546
712/529
697'603
682'758
667'988
653/286
638'649
624’074
609'557
595’096
580'691
566/341
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95’573
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86'706
85'774
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70'309
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64'319
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59’718
57182
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38/248
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31189
27736
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1’567
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3’521
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42.88
41.94
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39.13
38.20
37.27
36.34
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34.50
33.59
32.68
31.78
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30.00
29.13
28.26
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22.47
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20.16
19.41
18.68
17.96
17.25
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38/331.08
37'341.23
36'374.39
35'429.61
34/505.90
33'602.25
32/717.65
31'851.08
31'001.51
30'167.91
29'349.30
28'544.78
27'753.41
26'974.35
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25'450.05
24'703.43
23'966.27
23/237.84
22/517.42
21'804.52
21'098.77
20'399.76
19'706.87
19019.49
18'337.66
17'661.61
16'991.19
16'327.09
15'669.69
15'019.19
14'375.86
13/740.06
13'112.19
12/492.74
11/882.05
11279.60
10'684.10
10'093.72
9'506.40

8/920.06

8/332.90

7'743.56

7'151.43

6'556.78

5'963.26

5'377.58

4’806.20

4'255.26

3'730.37

3'236.41
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1'029/221
989/876
951’545
914'204
877829
842/400
807'894
774292
741’574
709’723
678'721
648’553
619204
590’659
562/906
535'932
509'725
484'275
459’571
435'605
412'367
389/850
368045
346'947
326'547
306/840
287'820
269'483
251'821
234/830
218503
202'833
187’814
173438
159'698
146'586
134'093
122/211
110931
100247
90/ 154

80'647
71727
63/394
55’651
48'499
41943
35979
30'602
25'795
21'540
17810
14/573

19564'225
18'535'004
17'545'128
16593'583
15'679'379
14’801'550
13959'150
13151256
12/376'964
11'635'390
10925667
10246'946
9/598'393
8/979'188
8/388'529
7'825'623
7'289'692
6'779'967
6295'692
5'836'121
5'400'516
4'988'148
4'598'298
4/230/253
3'883/307
3'556/760
3249920
2/962'100
2'692'617
2/'440'796
2'205'966
1'987'463
1'784'630
1'596'816
1'423'378
1'263'680
1'117'094
983/001
860'790
749858
649’611
559'457
478'810
407'083
343/688
288038
239'538
197596
161'617
131'015
105219
83'679
65'869

54.15
54.95
56.08
57.60
59.58
62.04
65.03
68.58
72.71
71.47
82.80
88.69
95.15
102.15
109.64
117.55
125.89
134.64
143.89
153.64
163.69
173.94
184.41
195.34
206.72
217.95
228.78
239.65
249.68
259.18
268.32
277.00
285.17
292.74
299.64
305.99
312.64
320.39
329.79
341.13
354.47
369.60
386.09
403.27
420.23
433.59
440.23
440.22
433.72
421.11
402.97
380.05
353.22

14242
14’188
14’133
14077
14019
13960
13/898
13/832
13764
13’691
13’614
13531
13'442
13'347
13245
13'135
13018
12892
12757
12’613
12460
12'296
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11938
11742
11’536
11318
11089
10/849
10'600
10'340
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9'795
9’510
9217
8917
8’611
8299
7'978
7'649
7'308
6'953
6583
6'197
5'794
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4/500
4/060
3626
3205
2/802
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552'045
537'803
523'615
509'482
495'405
481'386
467'427
453'529
439'697
425'933
412242
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385'097
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358/308
345'063
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306'018
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231’832
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208'554
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186'148
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164'699
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x| g | 1@ |de) [e@]| D& | NE) | SE) | cw) [ME)| R
89 (0.14069522(21/217(2/985|4.96|2/356.46|11'796 (517296 |323.46|2/069 | 10545
90 |0.15138581(18/232(2/760(4.69|17975.53| 9440 |39/500(291.77|1'745| 8'476
91 |0.16242684[15'472|2/513(4.43(17635.57| 7'464 |30/060|259.18|17454| 6’731
92 10.17381793[12/959|2/25214.19(1/336.50| 5828 |22/596|226.64|1'194| 5'277
93 |0.18555935[10'706|1/987(3.97|1077.26| 4’492 |16'768|195.02| 968 | 4’083
94 10.19765079| 8/720 |1/723|3.76| 855.97 | 3’415 |12/276|165.06| 773 | 3'115
95 10.21009227| 6’996 |1/470(3.57| 670.03 | 2/559 | 8’861 |137.34| 608 | 2343
96 10.22288360| 5'526 |1/232(3.38| 516.36 | 1’889 | 6/302 |112.28| 470 | 1’735
97 10.23602478| 4’295 |1/014(3.21| 391.48 | 1’372 | 4’414 | 90.15 | 358 | 1265
98 10.24951558| 3/281 | 819 [3.05| 291.79 | 981 |3/041 | 71.03 | 268 | 907
99 10.26335610| 2/462 | 648 [2.89| 213.64 | 689 |2/061 | 54.89 | 197 | 639
100(0.27754588| 1’814 | 503 |2.75| 153.54 | 475 | 1'371 | 41.57 | 142 | 442
101]0.29208511| 1’310 | 383 |2.61| 108.22 | 322 896 |30.84 | 100 | 300
10210.30697332| 928 | 285 |2.48| 74.74 214 574 |22.38 | 70 200
10310.32221066| 643 | 207 |2.36| 50.53 139 360 | 15.89 | 47 130
10410.33779676| 436 | 147 |2.25| 33.42 88 222 | 11.01 | 31 83
105]0.35373155] 289 102 |2.14] 21.59 55 133 7.45 20 52
106/0.37001472| 186 69 |2.04| 13.61 33 78 491 13 31
107]0.38664618| 117 45 11.94| 8.37 20 45 3.16 8 19
108/0.40362561| 72 29 |1.85| 5.01 11 25 1.97 5 11
10910.42095298| 43 18 |1.76| 2.91 6 14 1.20 3 6
110]0.43862773| 249 | 109 |1.68| 1.65 3.5 7.2 070 | 1.6 33
11110.45664991| 14.0 | 6.4 |1.60] 0.90 1.8 3.7 0.40 | 0.9 1.8
11210.47501892| 7.6 3.6 [1.53] 0.48 0.9 1.8 0.22 | 0.5 0.9
113]0.49373475| 4.0 2.0 |1.46] 0.24 0.5 0.9 0.12 | 0.2 0.4
11410.51279687| 2.0 1.0 [1.39] 0.12 0.2 0.4 0.06 | 0.1 0.2
115/0.53220501| 0.98 | 0.52 |1.33| 0.06 0.10 | 0.18 | 0.03 | 0.05| 0.10
116]0.55195867| 0.46 | 0.25 |1.26| 0.03 0.05 | 0.08 | 0.01 | 0.03| 0.04
11710.57205752| 0.21 | 0.12 |1.21| 0.01 0.02 | 0.03 | 0.01 |0.01 ] 0.02
118]0.59250096| 0.09 | 0.05 |1.15| 0.00 0.01 | 0.01 | 0.00 | 0.00| 0.01
119]0.61328868| 0.04 | 0.02 |1.09| 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00| 0.00
12010.63441976| 0.014 {0.009|1.03| 0.00 0.001 | 0.002 | 0.00 |0.001]| 0.001
121/0.65589386| 0.005 {0.003(0.96| 0.00 0.000 | 0.001 | 0.00 [0.000| 0.000
12210.67770989| 0.002 [{0.001|0.82| 0.00 0.000 | 0.000 | 0.00 [0.000| 0.000
123]1.00000000| 0.001 {0.001{0.50{ 0.00 0.000 | 0.000 [ 0.00 [0.000| 0.000
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Anhang F

Bewertungsprinzipien fiir
Finanzinstrumente

F.1 Einleitung

Es gibt viele Moglichkeiten, Finanzinstrumente zu bewerten. In diesem Kapitel werden wir die Bewertungsme-
thoden kennen lernen, die von der JWG (Joint Working Group of Standard Setters) vorgeschlagen werden (siche
[AAA] und [Casact]). Diese Methoden konnen wir auch auf viele Versicherungsvertrige anwenden, weil sie ver-
tragliche Rechte und Verpflichtungen festlegen, die zu Cash Flows oder anderen Finanzinstrumenten fiihren.

F.1.1 JWG Hierarchie von Bewertungsmethoden

Methode 1: Wir verwenden Marktwerte, wenn sie vorhanden sind.

Methode 2: Wenn es keinen Marktwert fiir dieses Instrument gibt, verwenden wir den Marktwert eines dhnlichen
Produktes. Wir fithren aber Anpassungen durch auf Grund deren Unterschiede.

Methode 3: Wenn weder ein Marktwert noch ein dhnliches Produkt erhéltlich ist, beniitzen wir den Barwert ge-
schitzt aus kiinftigen Cash Flows. Dieser Barwert sollte Risikoanpassungen beinhalten.

F.1.2 Methode 1: Wir verwenden Marktwerte, wenn sie vorhanden sind

Immer wenn wir ein Finanzinstrument fiir Geld verdussern konnen in einem tiefen, weitreichenden und freien
Markt, dann ist der Marktpreis der Fair Value.

In einigen Situationen kann ein Markt existieren, aber der Marktpreis ist nicht der faire Preis. Das ist in folgenden
Situationen der Fall:

* Der Markt ist nicht tief, weitreichend und offen. Jeder Handel wird unter speziellen Bedingungen durchge-
fiihrt oder ist mit einzigartigen Betrachtungen verbunden.

Beispiel: Der Umfang der Handelsaktivitit ist klein gegeniiber dem Besitz der Hauptspieler auf dem Markt.
In diesem Fall kann der Marktpreis stark durch das Angebot und die Nachfrage eines einzelnen Handelstages
beeinflusst werden und ist nicht reprédsentativ fiir laufende Marktbedingungen. o

¢ Es kann Einschrinkungen auf dem Handelsmarkt geben, die den Abschluss eines fairen Tausches verun-
moglichen.

© Michael Koller Version 0.80, 7. Februar 2013



208 Bewertungsprinzipien fiir Finanzinstrumente

Beispiel: Amerikanische Versicherungsgesellschaften konnen nicht die ganze Haftung an Riickversicherer
abtreten, denn der unterzeichnende Versicherer ist haftbar fiir kiinftige Schiden, auch wenn der Riickver-
sicherer die Schiden zuriickerstattet. Weil der Erstversicherer nicht das ganze Risiko abtreten kann, ist der
Preis fiir das Riickversicherungsgeschift nicht der faire Preis. Dieser Preis kann aber als Richtlinie dienen.o

* In seltenen Fillen miissen wir wegen der Grosse des Finanzinstrumentes eine spezielle Betrachtung durch-
fithren.

Beispiel: Ein grosses Aktienpaket, welches das Kontrollrecht einer Gesellschaft représentiert, kann einen
grosseren Fair Value haben als das Produkt mit der gleichen Anzahl Einzelaktien. Ein Kontrollrecht hat einen
Wert, der verschieden ist von einer Einzelaktie, die auf dem Markt gehandelt wird. o

Bemerkung: Wenn ein Marktpreis existiert, darf er nicht vernachlissigt werden. Auch wenn wir diesen Wert nicht
direkt als Fair Value verwenden konnen, dient er als Anhaltspunkt. o

F.1.3 Methode 2: Wir verwenden Marktwerte von dhnlichen Instrumenten und passen
sie gegebenenfalls an

Nicht-Versicherungsgesellschaften bieten teilweise Finanzinstrumente an, die denjenigen von Versicherungsge-
sellschaften gleichen.

Beispiel: Rentenzahlungen mit minimalem Versicherungsrisiko.

Mit diesen Produkten konnen wir ein Portfolio (“measurement portfolio”) von 6ffentlich gehandelten Wertpapieren
konstruieren, welches sich wie der Versicherungsvertrag verhilt und die selben Risiken enthilt. Dann dient der
Wert des Portfolios als verniinftige Schitzung des Wertes des Versicherungsvertrages. o

Problem: Diese Portfolios existieren nicht, wenn Versicherungsrisiken wie Sterblichkeit, Krankheit oder Sach-
schaden im Spiel sind. Der Wert dieser Portfolios kann dann nur als Richtwert dienen und wir miissen Anpassungen
anbringen, die dem Versicherungsrisiko entsprechen.

F.1.4 Methode 3: Wenn kein Marktwert zuginglich ist, verwenden wir den Barwert zu-
kiinftiger Geldfliisse

Diese Methode ist eine verniinftige Schitzung fiir den Marktwert, wenn sie sauber durchgefiihrt wird.
Das Barwertmodell ist sehr flexibel. Wir konnen es so anpassen, dass es den Wert des Risikos und der Unsicherheit
reflektiert. Dies ist sehr wichtig, da viele Finanzinstrumente mit unsicheren Geldfliissen verbunden sind.

Beispiel: Derivative und Versicherungsvertrige. o

F.1.5 Bemerkungen

Methode 3 ist am hiufigsten anwendbar. Der Hauptstreitpunkt bei der Verwendung von Barwerten ist die Bestim-
mung des Diskontierungssatzes.

Es ist klar, dass das Risiko den Zinssatz beeinflusst: Je grosser das Risiko, desto hoher ist der Zinssatz. Der Markt
bestimmt einen Zinssatz, die mit dem Risiko Null verbunden werden kann, den sogenannten risikofreien Zinssatz.

In den folgenden Abschnitten werden wir drei Prinzipien kennen lernen, die wir bei der Berechnung von Barwerten
und von Risikoanpassungen beachten miissen.
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F.2 Prinzip 1

Prinzip 1: Wenn es kein Risiko gibt, diskontieren wir den Cash Flow mit dem risikofreien Zinssatz.

Bemerkungen:

* Der risikofreie Zinssatz bezieht sich auf die “risk-free spot rate”. Denn der risikofreie Zinssatz ist abhéngig
von der Zeit bis zur Zahlung.

* In der Praxis ist die Bestimmung des risikofreien Zinssatzes schwierig. Ausserdem gibt es wenige Cash
Flows, die wirklich risikolos sind. Deshalb ist der auf Grund des risikofreien Zinssatzes berechnete Barwert
verschieden vom Marktwert. o

F.3 Prinzip 2

F.3.1 Einleitung

Bis jetzt haben wir nur Cash Flows betrachtet, die keine Risiken mit sich brachten. Wenn die Cash Flows unsicher
sind, miissen wir Prinzip 2 anwenden:

Prinzip 2: Wenn der Cash Flow risikobehaftet ist, dann sollte der geschiitzte Barwert eine Risikoanpassung
beinhalten, die den Marktpreis des Risikos reflektiert.

Bemerkung: Risiko fiir den Zahlenden des Cash Flows erhoht den Fair Value eines Finanzinstrumentes. Umge-
kehrt reduziert sich der Fair Value, wenn der Empfinger das Risiko tréagt. o

Wenn fiir das entsprechende oder ein dhnliches Finanzinstrument kein Marktwert zugéinglich ist, verwenden wir
eine Barwerttechnik. Es gibt theoretisch drei korrekte Techniken zur Schitzung des Wertes von kiinftigen Cash
Flows. Diese Techniken werden wir in den folgenden Unterabschnitten behandeln. Zur Illustration betrachten wir
ein Beispiel:

Beispiel: Kursentwicklung der Aktie S:
Wir nehmen an, dass der Wert der Aktie in einem Jahr nur zwei mogliche Werte S, und S; annimmt:

S, mit Wahrscheinlichkeit p
/
S
N\
S, mit Wahrscheinlichkeit 1 — p

Mit r bezeichnen wir den risikofreien Zinssatz.

F.3.2 Technik 1

Wir diskontieren die erwarteten Cash Flows unter der wahren Wahrscheinlichkeit mit einem risikoange-
passten Zinssatz.
Beispiel:
Erwarteter Cash Flow: p-S,+ (1 —p)-Sy
Risikoangepasster Zinssatz: 1 4 r+ r
~—
Risikozuschlag

Gemadss Methode 1 erhalten wir den Preis S:

_pSut(1=p)-Sa

S
14+r+6,
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Bemerkungen:

* Ein Diskontierungssatz iiber dem riskofreien Zinssatz fiihrt zu einer negativen Risikoanpassung. Der so
berechnete Barwert ist kleiner als der Barwert berechnet auf Grund des risikofreien Zinssatzes. Das wird
hdufig auf dem Anleihenmarkt beobachtet: Anleihen mit grosserem Ausfallrisiko erzielen einen hdheren
Ertrag und einen tieferen Preis.

* Ein Diskontierungssatz unter der riskofreien Rate fiihrt zu einer positiven Risikoanpassung. Dies sehen
wir am Preis von Versicherungsvertrigen: Der Preis kann den Barwert des erwarteten Schadens und der
Ausgaben iiberschreiten, der mit dem risikofreien Zinssatz berechnet wurde. o

F.3.3 Technik 2

Wir verindern die Wahrscheinlichkeit des Auftretens kiinftiger Cash Flows und diskontieren mit dem risi-
kofreien Zinssatz.

Beispiel:
S, mit Wahrscheinlichkeit 7

Veriandern der Wahrscheinlichkeit: S <

S; mit Wahrscheinlichkeit 1 — 7

Gemaiss Methode 2 erhalten wir den Preis S:

CmSy+(1-m)-Sy

S
14+r

Bemerkungen:

* Diese Technik wird auch Option-Pricing Technik genannt. Sie wird oft verwendet, um eine Risikoanpassung
des Zinsratenrisikos zu bestimmen.

* 7 ist die verdnderte Wahrscheinlichkeit mit 7 = p — §,,. o

F.3.4 Technik 3

Wir veriandern die erwarteten Cash Flows und diskontieren mit dem risikofreien Zinssatz.

Beispiel:

Veriinderung des erwarteten Cash Flows = p-S, + (1 — p) - S; — &5, wobei 8 die Unsicherheit der erwarteten
Geldfliisse quantifiziert.

Gemiss Methode 3 erhalten wir den Preis S:

[p-Su+(1—p)-Sa] — s

S:
1+r

Bemerkungen:

e Wir konnen auch eine Risikoanpassung machen, indem wir einen anderen Cash Flow verwenden, also nicht
den erwarteten.
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Beispiel: Ein Versicherungsvertrag ist verkniipft mit ungewissen Zahlungen. Wegen dem grossen Risiko
fiigen wir dem erwarteten Cash Flow einen bestimmten Betrag hinzu. Dieser Betrag entspricht dann dem
Wert des Risikos. o

¢ Diese Technik wird oft bei Versicherungsvertrigen verwendet, denn die Sterblichkeit und Krankheit erzeu-
gen Unsicherheit in den Cash Flows. Die Anpassung soll sowohl alle nichtdiversifizierbaren Risiken von
versicherungsbezogenen Faktoren wie auch alle diversifizierbaren Risiken umfassen, die wegen ineffizien-
ten Marktbedingungen evaluiert werden miissen. o

F.3.5 Bemerkungen

Wenn ein Finanzinstrument mehrere Risiken birgt, kann jedes Risiko mit einer anderen Technik berechnet werden.
Verschiedene Kombinationen von Risiken und Risikoanpassungstechniken fithren zu einer grossen Vielfalt von
Bewertungsmethoden von Finanzinstrumenten.

F.4 Prinzip 3

Die zu bewertenden Cash Flows sollten alle Cash Flows beinhalten, die mit dem zu bewertenden Finanzinstrument
in Verbindung stehen:

* Kiinftige Geldfliisse, die unter dem Vertrag auftreten konnen. Diese beinhalten sowohl vertragliche wie auch
hypothetische Verpflichtungen (z.B. Dividenden und nicht garantierte Zinskredite).

» Kosten, die wegen der Ausiibung der Verpflichtungen entstehen.

Deshalb miissen wir folgendes Prinzip anwenden:

Prinzip 3: Wir betrachten alle méglichen Cash Flows.

F.5 Bemerkungen

e Wir brauchen diese Prinzipien, wenn fiir das zu bewertende Finanzinstrument kein Marktwert oder kein
dhnliches Finanzinstrument vorhanden ist. Fiir Verpflichtungen von Versicherungsgesellschaften existiert im
Allgemeinen kein tiefer und weiter Markt. In den meisten Fillen finden wir auch kein dhnliches Instrument,
das einen Marktwert besitzt. Deshalb miissen wir die angepassten Barwerte fiir Marktpreisrisiken schitzen.

 Versicherungsvertrige bergen per definitionem einige Risiken fiir den Versicherer. Deshalb ist geméss Prin-
zip 2 der Barwert des erwartenden Geldflusses mit der risikofreien Rate normalerweise kein angemessener
Schiétzer fiir den Fair Value des Vertrages. Der Fair Value sollte eine Risikoanpassung haben, die den Markt-
preis des Versicherungsrisikos reflektiert.

* Wenn wir bei der Rechnung vom risikofreien Zinssatz ausgehen, miissen wir je nach Risiko eine positive
(Anwachsen des Wertes) oder eine negative (Fallen des Wertes) Risikoanpassung vornehmen.

* Bei Lebensversicherungen ist es iiblich, dass der Vertrag wihrend einer Periode von Jahrzehnten oder auf
Lebzeiten lduft. In diesen Fillen miissen die Erneuerungspriamien bei der Bestimmung des Fair Value be-
riicksichtigt werden, weil sie Teil des Vertrages sind.

 Einige Versicherungsvertrige bieten den Policenhaltern Optionen an beziiglich Pramienzahlung, Gewinn-
iberschuss und Policenanleihen. In diesen Fillen wird der Fair Value geschitzt, indem die Barwerte der
verschiedenen Muster der Cash Flows mit der Wahrscheinlichkeit des Auftretens gewichtet werden.
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Methode 1
Marktwerte

Methode 2
Marktwerte
von dhnlichen
Produkten

Methode 3
Barwert von
kiinftigen Cash
Flows

\ 4

. Technik 1
P.“F‘Z‘P 1. Wahre W’keit mit
R}Slkofreler risikoangepasstem
Zinssatz Zinssatz
Prinzip 2 Technik 2
Risikoanpas- | Verinderung der
sung des " Wokeit,
Cash Flows risikofreier Zinssatz
Prinzip 3 Technik 3
Risikoange- Verdnderung des
passter Cash Flows,
Zinssatz risikofreier Zinssatz
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Anhang G

Technischer Zinssatz

Man kann die Mathematik der Lebensversicherung auf unterschiedlichen Niveaus verstehen. Man geht prinzipiell
von einem Modell aus, in welchem man Aussagen herleitet und auf die Realitdt anwendet.

Realitat Modell

Ubersetzen
Beobachtete Tatsachen E—— mathematisches Modell

Folgerungen

) . rick- Beantwortung von Fragen:
Fragen in Realitat <le-ee-- z.B Was kostet eine
Ubersetzen Lebensversicherung

Abbildung G.1: Schematische Darstellungsweise der Vorgehensweise in der Lebensversicherungsmathematik.

Einflussfaktor bei der Tarifierung einer Lebensversicherung ist zum einen die versicherte Person selbst, durch ihre
Sterblichkeit charakterisiert, sowie der Zinssatz (Wertschriften) zum anderen. Betrachtet man ein Modell, so kann
man die Sterblichkeit zu diskreten oder zu kontinuierlichen Zeiten (was ja eigentlich der realistischere Fall ist)
behandeln. Wie man in Kapitel 3 gesehen hat, wird die Sterblichkeit in der Praxis an diskreten Zeitpunkten und
nur fiir theoretische Behandlungen in stetiger Zeit betrachtet.

Bei der zweiten Einflussgrosse, dem Zins, macht man in der Praxis auch eine Vereinfachung, niamlich diejenige,
dass man annimmt, der Zins sei deterministisch, was ja nicht wirklich stimmt. Eine Ausnahme bilden dabei die
anteilsgebundenen Versicherungen.

Der technische Zinssatz ist derjenige Zinssatz, zu dem sich die Versicherung verpflichtet die Gelder zu verzinsen.
Der technische Zinssatz hat damit wesentliche Auswirkungen auf den Preis einer Versicherung. In der Figur G und
Tabelle G.1 kann man sehen, wie der technische Zins zum Beispiel den Barwert einer Zeitrente beeinflusst.

Aus diesem Beispiel sieht man, dass ein hoher technischer Zinsfuss die Versicherung verbilligt, ein tiefer techni-
scher Zinsfuss diese jedoch erhoht. Ein zu hoher technischer Zinsfuss kann zur Insolvenz der Versicherung fiihren,
da mehr versprochen wird, als gehalten werden kann. Der technische Zinsfuss regelt die Minimalverzinsung. Also
miissen die Anlagen diesen Zins bis zum Ablauf der Versicherung erbringen konnen. (Die Dauer einer gemischten
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Dauer (n) 0% 1% 2% 4% 8% 10% 20%
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 1.9901 1.9804  1.9615 1.9259 19091 1.8334
3 3 29704 29416  2.8861  2.7833 2.7356 2.5278
4 4 39410 3.8839 37751  3.5771 3.4869 3.1065
5 5 49020 4.8077 4.6299 43121 4.1699 3.5887
6 6 5.8534 57135 54518 49927 4.7908 3.9906
7 7 67955 6.6014 6.2421  5.6229 5.3553 4.3255
8 8 7.7282  7.4720  7.0021  6.2064 5.8684 4.6046
9 9 8.6517 83255 7.7327 6.7466 6.3349 4.8372

10 10 95660  9.1622 84353  7.2469 6.7590 5.0310
11 11 104713 99826  9.1109 7.7101 7.1446 5.1925
12 12 11.3680 10.7868  9.7605  8.1390 7.4951 5.3271
13 13 12.2551 11.5753 10.3851  8.5361 7.8137 5.4392
14 14 13.1337 123484 10.9856  8.9038 8.1034 5.5327
15 15 14.0037 13.1063 11.5631 9.2442 83667 5.6106
16 16 14.8651 13.8493 12.1184  9.5595 8.6061 5.6755
17 17 157179 145777 12.6523  9.8514 8.8237 5.7296
18 18 16.5623 15.2919 13.1657 10.1216 9.0216 5.7746
19 19 173983 159920 13.6593 10.3719 9.2014 5.8122
20 20 18.23 16.68 14.13 10.60 9.36 5.84

Tabelle G.1: Barwert einer vorschiissigen temporéren (Dauer n) Zeitrente

10 11 12 13 14 15 16 1

Abbildung G.2: Barwerte der vorschiissigen temporéren (Dauer n) Zeitrente aus Tabelle G.1. Auf der x-Achse ist

die Dauer und auf der y-Achse die Barwerte in Abhéngigkeit des Zinssatzes dargestellt.

Versicherung ist vielleicht 30 Jahre, die einer anwartschaftlichen Altersrente moglicherweise 40-50 Jahre). Das
Problem ist also, dass der Zins aussergewohnlich langfristig garantiert werden muss. Damit ist auch klar, dass
man eine sehr vorsichtige Wahl dafiir treffen muss. In der Literatur findet man nicht viel dazu, aber es gibt einige

Richtlinien:

¢ Faustregel:

Die x-Rendite auf den Aktiven sollte mindestens %% tiber dem technischen Zins liegen.

© Michael Koller

Version 0.80, 7. Februar 2013



215

¢ Gesetz (3.EU-Richtlinie):
Der technische Zinssatz darf im Wesentlichen 60% des Anleihenzinssatzes fiir Bundesobligationen nicht
iiberschreiten.

¢ Richtlinien fiir Pensionsversicherungsexperten:
,Der technische Zinsfuss ist vom Pensionsversicherungsexperten so festzulegen, dass er langfristig gesehen
mit einer angemessenen Marge unterhalb der effektiven Vermdgensrendite liegt und iiber einen ldngeren
Zeitraum beibehalten werden kann. Fiir dynamische versicherungstechnische Bilanzen sind solche Margen
nicht im gleichen Mass erforderlich, wobei die Zukunftsannahmen die Zinswahl bestimmen.*

Weitere Bemerkungen:

 Es gibt einen Unterschied zwischen Pensionskassen und Versicherungen. Bei der Pensionskasse kann der
Beitragssatz angepasst werden, bei der Versicherung nicht! Deshalb miissen Versicherungen mehr Sorgfalt
auf die Wahl des technischen Zinssatzes legen.

e Auch bei Banken ist der technische Zinssatz nicht fiir eine so lange Phase garantiert. Sie behalten sich
Anpassungen bei verdndertem Marktumfeld vor.

* Falls die Neuanlagerendite unter den technischen Zinssatz fillt, so sind (kurzfristig) Quersubventionierungen
nicht zu vermeiden. (Dies ist natiirlich auch nicht ganz gerecht, da deshalb andere Versicherte ,,leiden®.)

* Der technische Zinssatz hingt von den Ertrigen und somit von den zugrundeliegenden Wihrungen ab. ¢
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Abbildung G.3: Anlagerendite und technische Zinsfiisse in der Kollektivversicherung.
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Concerning life annuities*

Leonhard Eulerf

1. Having established the true principle for which one must base the
calculation for life annuities, I believe that the development of this calculation
will not fail to be very interesting, indeed as much for those who wish to run
such an establishment as for those who will wish to profit from it. I worked on
this matter in my “Recherches générales sur la mortalité et la multiplication
du genre humain”, where I showed the correct method of determining by
calculation how much a man of a given age must pay in order to enjoy for his
whole life a specific annual income. However, since this calculation seemed
to me at the time very cumbersome, I could not convince myself to carry it
out. Then, on a given occassion I was forced to undertake this calculation,
for which by means of certain tricks to abbreviate the calculation, I was
fortunately able to complete it.

2. There are two things on which the calculation of the income from life
annuities must be based: one of them is good data on mortality, which tells
us for each age how many will probably die during the course of one or many
years; the other is the way in which the manager can make the money grow
in value that he will have received from the annuitants, or at which interest
rates he is able to place it. Together, these two things essentially determine
what returns the manager will be able to commit himself to, as much with
respect to the amount initially deposited as with respect to the age of the

*Originally published as Sur les rentes viageres, Memoires de I’academie des sciences
de Berlin 16 (1767), 165-175. A copy of the original text is available electronically at the
Euler Archive, at www.eulerarchive.org. This paper is E335 in the Enestrom index.

fDate of translation: February 17, 2005. Translated from the French by Chris-
tian Léger, 3rd year undergraduate in Honours Mathematics, and Jordan Bell, 2nd
year undergraduate in Honours Mathematics, School of Mathematics and Statistics,
Carleton University, Ottawa, Ontario, Canada. Email: cleger@connect.carleton.ca and
jbell3@connect.carleton.ca
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annuitant, because it is evident that the more the profit the manager can
obtain from the capital in his hands, the more they will also be able to
provide the annuitant strong returns.

3. For the mortality list, the manager would no doubt risk much if they
based it on the mortality of men in general which we compile from observa-
tions made in a big city or in a whole country, where we keep track equally
of all men, vigorous and infirm. Now, when the business is to procure oneself
life annuities, it is very natural that necessarily exluded are all those whose
constitution does not seem to promise long life, thus there is reason to re-
gard annuitants as a more robust species. It is also with this consideration
that I chose in my “Mémoire allegué la liste de M. Kerseboom”, which he
generated from observations made only on persons who enjoy life annuities:
and using also this same list will assist me in the elaboration of the following
calculations.

4. If the manager is not well able to place the capital that is given him by
the annuitants, he would be able to afford naught very mediocre returns such
that no one would want them. Once the city of Amsterdam paid ten percent
annuities to all persons under the age of twenty, that is for 1000 florins they
are paid 100 per year, which is an annuity so rich that the city would have
suffered considerable loss if it had not generated almost 10 percent per year of
the fund which this enterprise had provided it. Thus, if we can only count on
5 percent interest, the annuities must become far less considerable; however,
it is on this which it seems annuities must be fixed, provided that those who
will have occassion to obtain greater profit from it will hardly participate in
such an enterprise, which could only be worthwhile after a large number of
years.

5. For determining the cost of these annuities, we fix for each age an

average lifespan, which one is equally likely to survive as to die before having
reached it; that is, this term is chosen such that as many men of the same
age die before this term as die after. Thus we presume that all men of
this age reach exactly this term, and that they then die; on this we believe
we can fix with certainty the price of the annuities, since the value of the
annuities must be payable during a given number of consecutive years: and
we estimate that the profit that the manager obtains on the side of those who
die before their projected term is exactly compensated by the loss caused by
those annuitants who survive this term. However, we will easily understand

2
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that this reasoning is flawed, since it does not take into account the reduction
in current price of an annuity which will not be paid out before many years.
Given this circumstance, it will be necessary to base the calculation on true
principles, as I explained in my aforementioned “Mémoire”, without making
use of any reasoning which might seem suspect.

6. To achieve this, we consider a number of 1000 children born at the
same time, and that the symbols (1), (2), (3), (4), etc. indicate the number
of those who still live at the end of 1, 2, 3, 4, etc. years, such that in general
(m) represents the number of those who will obtain the age of m years. Now
let r be the annual annuity that a man of m years wishes to receive, and let
x be the price which he must then pay at the present to the manager, which
must be a just equivalent of the spending to which the manager engages
himself by this agreement. To determine this price x, many men of the same
age m must be considered, and those who reach this age. Let (m) be this
number of men, and the sum they will presently pay to the manager will be
equal to (m)x, which must be sufficient to provide for all the annuities which
he will have to pay afterwards.

7. Of these (m) men, there will remain alive after one year (m+ 1), after
two years (m + 2), after three years (m + 3), and so on. Thus the manager
will have to pay after one year (m + 1)r, after two years (m + 2)r, after
three years (m + 3)r, etc., until all of these annuitants will be extinguished.
We thus only have to reduce all of the payments at the present time by the
amount of 5 percent, and make the sum equal to (m)x to determine the value
of x. Now to make the calculation more general, instead of % or g—(l), let us
write the letter A, and the sum of all the annuities which the manager must
pay successively will now be:

(m+1r  (m+2)r (m+3)r (m+4r
S CA D C R

which being equal to (m)z, will give:

r ((77l+1) (m+2)+(m+3)+(m+4)+ etc.)

+ etc.

- @ \ 22 23 2\

8. Then the exact price is found which a man of m years must pay in
order to enjoy an annual annuity r during his whole life, this one having been

3
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initially placed at 5 percent, puts the manager precisely within the means
of paying from that point the annuities as long of the number of annuitants
is sufficiently large. We understand well, having thus placed initially all the
capital which the manager will have received, the following year the interest
will not be sufficient to pay the annuities but that it will be needed to employ
part of the capital, hence the capital will suffer every year a diminuition:
however, it will only be entirely extinguished when the annuitants are dead.
For this reason the manager will be well obliged to raise the price of the
annuities that I have just found, according to the particular circumstances
and expenses which such an establishment requires.

9. We clearly see that the determination of this price called x requires a
calculation as tedious as it is unpleasant, especially for low ages, where the
number of terms to be added together is very considerable. But it is not
hard to notice, that having already done a calculation for a certain age, we
will from it be easily able to extract the one which corresponds to a later or
earlier year. To better explain this artifice, I will employ this character mr
to indicate the price which a man of age m must pay for the annuity r: in
order that

1 <(m+1)+(m+2)+(mf3>+(m+4)+etc.).

T\ A e e X

from there, for men aged m + 1 years we will have,

- 1 <(m+2)+(m+3)+(m+4)+(m+5)+etc.>,

mHl=nTo\ T N2 b M
from which we conclude:
Am)ym = (m+ 1)+ (m+ 1)m+1,
and starting,
= % - %(1 +m),

such that having found the value m + 1, we will from it calculate easily
enough the value of .

m

10. With the aid of this artifice, after having started with the age of 90
years, | calculated the price of an annuity r successively for all inferior ages,

4
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down to those children newly born; where I obtained the following table, by
fixing the annuity r at 100 crowns, and interest at 5 percent.

Table

Table which indicates the price of a life annuity of 100 crowns for all ages
age number of | price of an- || age number of | price of an-
in survivors nuity in survivors nuity
years years
0 1000 1155.50 25 552 1403.60
1 804 1409.04 26 544 1395.45
2 768 1448.84 27 535 1389.87
3 736 1487.43 28 525 1387.16
4 709 1521.27 29 516 1382.54
5 690 1541.32 30 507 1376.82
6 676 1551.90 31 499 1368.84
7 664 1558.94 32 490 1363.68
8 654 1561.92 33 482 1355.63
9 646 1560.33 34 475 1344.38
10 639 1556.29 35 468 1332.71
11 633 1549.59 36 461 1320.60
12 627 1542.64 37 454 1308.01
13 621 1535.42 38 446 1298.04
14 616 1525.28 39 439 1284.67
15 611 1514.65 40 432 1270.76
16 606 1503.50 41 426 1253.09
17 601 1491.81 42 420 1234.54
18 596 1479.54 43 413 1218.24
19 590 1469.31 44 406 1201.21
20 584 1458.63 45 400 1180.19
21 577 1450.18 46 393 1161.27
22 571 1438.68 47 386 1141.44
23 565 1426.66 48 378 1123.88
24 559 1414.07 49 370 1105.59
25 552 1403.60 50 362 1086.52
m (m) m m (m) m
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age number of | price of an- || age number of | price of an-
in survivors nuity in survivors nuity
years years

50 362 1086.52 70 175 638.30
51 354 1066.62 71 165 610.83
52 345 1049.17 72 155 582.75
53 336 1031.14 73 145 554.09
54 327 1012.49 74 135 524.89
55 319 989.78 75 125 495.22
56 310 969.44 76 114 470.16
57 301 948.35 7 104 441.13
58 291 929.98 78 93 417.98
59 282 907.64 79 82 397.75
60 273 884.44 80 72 375.64
61 264 860.32 81 63 350.77
62 254 838.90 82 54 329.69
63 245 813.21 83 46 309.38
64 235 790.20 84 39 279.44
65 225 766.59 85 32 257.60
66 215 742.30 86 26 232.90
67 205 717.43 87 20 217.91
68 195 691.93 88 15 205.07
69 185 665.14 89 11 193.62
70 175 638.30 90 8 179.54
m (m) m m (m) m

11. M. Kerseboom only continued the table on mortality up to 95 years,
and for this reason I did not judge it convenient to continue this one beyond
90 years, since probably at this age nobody will desire life annuities. At the
least, in almost all plans, such ancients find themselves filed into the same
class as those of 60 or 70 years, notwithstanding that it would be very unjust
if we wanted to demand of a nonagenarian more than a third of the price
which a septuagenarian must pay or a quarter of what a sexagenarian must
pay. However, if we are curious to see the continuation of my table, here it
is:

m 90 91 92 93 94
(m) |8 6 4 3 2
m 179.54 | 151.35 | 138.38 | 93.73 | 47.62

6
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But I would not advise a manager to get involved with such ancients
unless their number be sufficiently considerable; which is a general rule for
all establishments founded on probabilities.

12. From there we will conclude easily how much the manager should pay
in interest for each age for a given sum which we will have initially given. It
is not necessary to enter here in as much detail, and it suffices to mark for
every five years which the annuitants might expect.

age | percent || age | percent || age | percent

0 821 30 7% 60 11%

5 6% 35 7% 65 13
10 6% 40 81 70 15%
15 6% 45 8% 75 20
20 64 || 50 9| 80 252
25 71 55 10 | 85 38%
30 7& 60 11% 90 55%

On this basis, the manager will obtain no profit unless he is able to
appreciate his money at more than 5 percent.

13. Thus, if a state has need of money and it can find at better than 5
percent interest as much as it needs, then it would be assuredly very bad if it
wished to establish such life annuities that I have just determined on this basis
of 5 percent, since, with regard to the burden which such an establishment
necessarily imposes, it would always be better to borrow the sum which
it needs at 5 percent which it would then be able to satisfy according to
circumstance, in the place of life annuities which would remain in its charge
during a very long period. Or else, the price on the annuities would have to
be raised beyond that which I have just described to bring it any benefit, but
then it might be difficult to find any more annuitants unless it be ancients
over 60 years old, who could be amazed by interests of 10 percent or more.

14. But wanting to establish more advantageous life annuities for annu-
itants, it would be a project hardly proper for satisfying a state, since this
would return to the same, then if one wanted to burden one’s self with debts
at 6 or more percent: while we could borrow at 5 percent without being
subjected to the trouble which life annuities would incur. Indeed, if a state
wants to establish the life annuities described here and calculuated on the
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basis of 5 percent, this charge need only be regarded as a loan taken at 6
percent, because of the number of arrangements which would be required for
it. Thus I hardly see a case where the establishment of life annuities can be
advantageous to a state , as long as we can borrow money at 5 percent and
perhaps less. But we can imagine a different type annuity which may be bet-
ter tailored, although still based on 5 percent. I want to speak of annuities
which must not begin to run before 10 or 20 years; and we easily understand
that the price of such annuities will be quite mediocre, capable of attracting
the public only poorly.

15. Consider this question also in general, and ask how much a man of
age m years must pay presently to obtain an annual annuity r which will not
begin to be paid to him before n years, such that after this time he is able to
enjoy it regularly until his death. Let x be the current price of this annuity,
and we will find as here below:

r ((ern) N (m+n+1) n (m+n+2) Lot )
=— ete. ).

(m) )\n )\n+1 )\n+2
Thus to calculate the previous explained ordinary annuities, we will have:
SR — 1 (m+n) (m+n+1) (m+n+2)

1= ( ¢ )
m+n mtntD) \ + 2 + 3 + etc
from which we conclude,
r (m+n-1) — r  (m4+n-1) —
x:ﬁTm-i-n—lz )\n71 Tm-i—n—l,

where m + n — 1r expresses the current price of the ordinary annuity for a
man of age m +n — 1 years.

16. Thus if we ask the current price of an annual annuity of 100 crowns
which will not begin to be paid for 10 years, for a man of age m years we
will take from the table developed in §10 the price of the ordinary annuity

9
20" (m+9)

21 (m)
to obtain the value sought for x. From there I calculated the following tables
for every 5 years:

which is suited to the age m + 9 years, and we will multiply by <
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Table

Prices of life annuities of 100 crowns which will not start to run for 10

years
age price of the | age price of the || age price of the
years | annnuity year | annuity year | annuity
0 649.75 30 717.05 60 290.55
5 877.77 35 671.73 65 203.11
10 874.50 40 610.40 70 120.14
15 833.95 45 533.55 75 56.20
20 787.43 50 455.78 80 19.07
25 745.72 55 375.25
30 717.05 60 290.55
Table
Price of a life annuity of 100 crowns will not begin to run for 20 years
age price of the | age price of the || age price of the
year | annuity year | annuity year | annuity
0 343.06 30 319.30 60 47.28
5 453.36 35 272.96 65 19.17
10 441.81 40 234.47 70 4.82
15 413.60 45 183.72
20 382.17 50 134.52
25 349.63 55 87.91
30 319.30 60 47.28

17. Maybe such a project of life annuities will better succeed in spite of
being fixed on a basis of 5 percent. It seems that it will always be advanta-
geous for a newborn child to ensure it, assuming a price of 343 or 350 crowns,
a fixed annuity of 100 crowns per year, though it will not start to be paid
before the child attains the age of 20: and if we wish to use the sum of 3500
crowns, it will always be a nice establishment to be able to enjoy from the
age of 20 years a fixed pension of 1000 crowns. However, it is doubtful that
there will be many parents who will well be willing to make such a sacrifice
for the good of their children. Perhaps there will be more men of 60 years
who will not mind paying first 3000 crowns to be assured a fixed pension of
1000 crowns per year once they have passed their 70-th year.
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1 Introduction

This application (iActuary) has been written in order to provide for some core actuarial functions and over 100
life tables. This manual provides an overwiew for the tool and the corresponding functions.

iActuaryis based on a C++-library (komalib) implementing markov chain models in life insurance, which has
been evolving over the past 10 years. This library has been used in various environment, such as in insurance
companies to calculate reserves for the balance sheet and for various ad hoc analyses via an MS Excel add-in.
In consequence the core actuarial engine is well tested, highly performant and stable. For iActuarya wrapper
has been written to provide the desired functionality. Depending on requests of users additional requirements will
be implemented over time, hereby using a higher %-age of komalib.

Possible future enhancements:

e Generation Tables and generally more tables,
e User defined tables, either via a text file or parametric entry, such as gompers, leves to existing tables,
e Enhanced benefit functions (additional benefit patterns),

e Saving of development of mathematical reserves.

2 RPN Logic

2.1 Introduction

With respect to RPN we refer to http.//en.wikipedia.org/wiki/Reverse_Polish_notation from which we cite the fol-
lowing:

Reverse Polish notation (RPN) is a mathematical notation wherein every operator follows all of its operands, in
contrast to Polish notation, which puts the operator in the prefix position. It is also known as Postfix notation
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and is parenthesis-free as long as operator arities are fixed. The description "Polish” refers to the nationality of
logician Jan ukasiewicz, who invented (prefix) Polish notation in the 1920s.

The Reverse Polish scheme was proposed in 1954 by Burks, Warren, and Wright and was independently rein-
vented by F. L. Bauer and E. W. Dijkstra in the early 1960s to reduce computer memory access and utilize the
stack to evaluate expressions. The algorithms and notation for this scheme were extended by Australian philoso-
pher and computer scientist Charles Hamblin in the mid-1950s. During the 1970s and 1980s, RPN was even
known to the general public, as it was widely used in handheld calculators of the time for example, the HP-10C
series and Sinclair Scientific calculators. In computer science, postfix notation is often used in stack-based and
concatenative programming languages. It is also common in dataflow and pipeline-based systems, including Unix
pipelines. Most of what follows is about binary operators. A unary operator for which the Reverse Polish notation
is the general convention is the factorial.

In Reverse Polish notation the operators follow their operands; for instance, to add 3 and 4, one would write
734 + 7 rather than "3 + 4”. If there are multiple operations, the operator is given immediately after its second
operand; so the expression written 734 + 5” in conventional infix notation would be written ”345 4+ ” in RPN:
first subtract 4 from 3, then add 5 to that. An advantage of RPN is that it obviates the need for parentheses that
are required by infix. While ”34 « 5” can also be written ”3(4 * 5)”, that means something quite different from
7(34) = 5”. In postfix, the former could be written ”345 * ”, which unambiguously means ”3 (4 5x)” which
reduces to 7320 7; the latter could be written 734 — 5 % ” (or 534 — =, if you wish to keep similar formatting),
which unambiguously means 7 (34 — )5 * 7.

Despite the name, reverse Polish notation is not exactly the reverse of Polish notation, for the operands of non-
commutative operations are still written in the conventional order (e.g.” /63" in Polish notation and "6 3 /” in
reverse Polish both evaluating to 2, whereas 736 /” in reverse Polish notation would evaluate to%).

The following provides an easy exampe, adding two numbers:

Calculator

0.0000 (w) 0.0000 (w)
0.0000 (z) 0.0000 (z)
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»s 2.2 Functionality of iActuary

226 The following figure provides a snapshot of iActuary:
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28 The iActuaryis based on a stack of size 100 and used machine precision arithmetics. The tool shows the fist 4
29 entries in the stack. Furthermore some additional life mathematics specific variables have been implemented, in
20 order to ease the respective calculations. The following table provides these:

Name Description

X Age for men (z € [0,200]). This is set by the button “X”, by using the actual entry of
the stack.

Y Age for women (y € [0, 200]). This is set by the button “Y”, by using the actual entry
of the stack.

S Teminal age for men / women (s € [0,200]). This is set by the button “S”, by using

a the actual entry of the stack. The remaining time n is calculated as n = s — = and

n = s — y, respectively.

iTech Technical interest rate i. This is set by the button “ITECH” (“IT” for smaller devices),
by using the actual entry of the stack.

M Periodicy for annuity payments (m € [0,1000]). This is set by the button “M”, by

using the actual entry of the stack.

22 Note that for IPod, the switch use “Use X/Y” forces iActuaryto use always the above defined variables for actuarial
23 calculations. Otherwise the age x and y will be directly used from the stack for insurance covers on “One life” (eg
2 all except Gyy, Qryn and , Eyy ).

25 Setting X-register and technical interest rate:
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6:40 AM 00% = Carrier = 6:41 A

RPN Actuarial Life Calculator RPN Actuarial Life Calculator
0.0000 (w) +0.0000000000e+00 ()
0.0000 (z) 40.0000000000e+00 (z)
0.0000 (y) +0. )
57.0000 (x) (Set iTechn = 2.50 5) +5.7000000000e+01 (x)

3 2
b
- =

1%

n-l

= 2.3 Usual Calculator Functions

20 This covers the following buttons: “07, “17, “2”, “3”, “4”, “5”, “6”, “7", “8”, “9%, “0", "7, /", X", “", “+”, "SWAP”,
w0 “ENTER’, “+”, “EEX”, “DROP’, “<=", “CLEAR'”

21 The behavior of the usual calculator function follows the one of a classic HG 41GX (or HP 41CX with the exception
2«2 Of the larger stack). For further informations we refer to http.//www.hpmuseum.org/hp41.htm.

« 2.4 Switches and Additional Functions

24 This covers the following buttons/switches: “STO1”, “RCL1", “CSTO1”, “STOZ2", “RCL2", “CSTOZ2", “Scientific”,
s “Postnum.”, “Use X/Y”

26 The iActuaryprovides for two extra storege register, called “STO1” and “STO2”, which are independent of the
27 stack. To save the current “x” value of the stack press the corresponding “STOx”, to recall it and pust the stack
28 Up, press “RCLx” and finally to set the respective register to 0, press “CSTOX”.

29 The switches (available only for IPad) determine the behavior of the iActuary, as follows:

Switch “Off” ‘ “On”
Scientific Displays fixed format with 4 digits Uses scientific format
0 Postnum. Changes d to a for all annuities.
USe X/Y Uses last x stack entry as age for insur- | Always uses actuarial registers for age.

ance covers on one life

= 2.5 Actuarial functions

=2 The iActuaryprovises for the most used actuarial functions as detailed in 4. Note that the button “I(A/d)”
23 indicates that the benefits for the next actuarial calculation will be increasing. The buttons gz and gy return the
=4 respective yearly mortality rate for the choosen table.

1Clears the stack, but not the actuarial variables.
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The figures below show some of this functionality:

Commutation Functions (only for x-table)

6:42

RPN Actuarial Life Calculator

RPN Actuarial Life Calculator

328.8949 (w)
0.0025 (z)

21.8493 (w)
328.8949 (z)

Use of actuarial functions (mortality and joint annuity)

X:US-QX-USRM-2000 - ¥:US-QX-USRF-2000 - 18365 = me=(4) - iTech =

Postnum

csTo1

o
]

&

RCL2

Q
&)

Aynt

RPN Actuarial Life Calculator

2.50 %

E

csT02

X:US-QX-USRM-2000 - ¥:US-QX-USRF-2000 = 1S:65 - m=(4) - iTech =

Postnum.

csTo1

e B
x a
3

s

6:41 A

RPN Actuarial Life Calculator

2.50

=@D>

0.0000 (w)
21.8493 (z)
3288949

0.0000 (w)
0.0000 (z)

X:US-QX-USRM-2000 - ¥:US-QX-USRF-2000 = 15:65 = me(4) = iTach =

Postnum,
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=2 Use of increasing annuity (the two steps pressing “I(A/a)”, followed by “d,")

263

6:42 AM 00: Carrier = 6:42 A

RPN Actuarial Life Calculator RPN Actuarial Life Calculator

0.0000 () 0.0000 (w)
0.0000 (z) 0.0000 (z)
0.0000 (y) 21.8493 (y)
Next Actuarial Calc INCREASING! 21.8493 (x) Iay(56, 2.50 %) 328.8949 (x)

56

X:US-QX-USFM-2000 - ¥:US-QX-USRF-2000

- n=(4) - iTech = 2.50 % X:US-QX-USRM-2000 - ¥:US-QX-USRF-2000 - i5:65 - m=(4) -

2.50 %

2
1

Postnum

...‘EE

&)
'."a a'...'a

= 3 Setting actuarial tables

% The iActuarycurrently implements over 100 life tables. Depending on feed-back and tables provided it is forseen
27 toincrease the coverage of life tables. If you request new life tables, please send me a mail to iactuary@bluemail.ch

29 In order to change the table underneath the lifes “x” and “y” press fist “SetQx” and “SetQy”. In a next step enter
20 the requested table (out of the list in section 5), followed by either “ENTER” or “X”. The buttom “X” is particularely
27 useful for iPhones as a consequence of the space needed for the keyboard.

22 Alternatively one can also press “Y” after “SetQx”. In this case all tables are displayed. One can now choose the
273 table by copy and paste, as shown below:
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0

QX-GRM-1970

ADST-1949-511M

OX 1980
ADST-1949-51-M

1986-M ox
OX-DAV-1994T-M

1986-M C
OX-DAV-1994T-M Ox X

Please enter table-name in main text field; press ENTER or X.

OFF

Postnum

RCL1 csTo1

328.8949 (w)

0.0025 (z)
4050.7884 (y)
157.5704 (x)

ZCHILE-0X-Chi1e-1990)- Y:US-QX-USRF-2000 - 15:65 - m=(4) - iTech =  2.50 %

csTo1 csTo2

4 Primer in Life Insurance Mathematics

In this manual it is not possible to describe and value all possible insurance liabilities and hence we should to
focus on the most important life insurance liabilities. For a more comprehensive treatment we refer to either H.U.
Gerber, Life Insurance Mathematics, Springer or Michael Koller, Stochastic Models in Life Insurance, Springer.
We also note that the calculations for iActuaryfollow the standard actuarial notation, assuming that death cover is
paid out at the end of the year. We can distinguish between insurance liabilities where the policyholder assumes
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all risk and consequently invests in funds. Here the value is normally quite clear and so we can focus on life
insurance forms with investment guarantees. In this case the majority of the investment risk is born by the
insurance company. From a conceptual point of view life insurance cover behaves very similar to a bond. In
principle one agrees some payments, which have to be weighted with the corresponding probabilities. In the
following we want to introduce the corresponding concepts.

Insurance liabilities can be valued according to a book value or a market value principle. In the first case future
cash flows are discounted using discount rates based on the technical interest rate . In Europe this rate is
determined in a prudent way and should according to the 3rd life insurance directive normally not exceeding
60% of the yield of governance bonds. So if we assume that governance bonds in EUR yields 4%, the maximal
technical interest rate would be 2.4%. In reality the rule is interpreted in a somewhat more ingenious way and
one looks for example at rolling averages of yields of government bonds. Based on the technical interest rate
a payment of 1 due in one year is discounted with v = %ﬂ So here the book value approach yields to higher
liabilities representing a prudent valuation approach.

In this section we will also focus on the market valuation on a best estimate basis. This is the first step to
determine the market value of an insurance liability.

4.1 Life Insurance Model

In order to model a life insurance policy we consider a person aged x and denote by 7 the future life span and
we remark that actually one would have to denote it 7'(z) since it is dependent on the age x. The cumulative
probability density function of 7" is

G(t) = P[T < 1], )

and we assume that there exists a probability density function for T. Hence we can write:
g(t)dt = Plt <T < t+dt]. 2

In order to do life insurance mathematics it is useful the define the following standard quantities:

¢z = G(t), ®
e = 1=G(1), “
sit@z = Pls<T <s+1] ®)
= G(t + S) — G(é) = s+t9x — sz (6)
ex = E[T(x)]= / tg(t)dt @
0

= 1-— dt = At

A (1— G(t))dt A padt, (®)

and we remark that Ew is the expected future life span of a person aged x. We also remark that ¢, := 1¢, and
Pz = 1P Based on the above definitions we get the following equations:

tQots = Guys(t) (©)
— P[T(c+s) <1 (10)
= P[T(z) <s+t|T(z)>s]= %G_(;(S) (11
Pors = PIT>s+tT>s = ffig(;“ (12)
e = 1-Gls+t) (13)
= -6 T — (19
side = G(s+1) —G(s) (15)
= -G I (16)
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— — Desity

Prob to be death

Figure 1: Probability density function for the future life span and hazard rate

as In order to calculate the quantities introduced above one normally uses mortality tables. Based on equation (14)
a7 we get the following

k<t k<t
tPr = H Dotk = H(l — Quyk) fort € N.
k=0 k=0

ws  In order to simplify, one uses K = max{k € Ny : k < T'}, the number of completely lived years before death.

« 4.2 Capital Insurance

a0 Capital insurance is an insurance cover where there exists only one payment from the insurer during the contract
an and we distinguish between the following types of cover:

sz Term Insurance and Whole Life Insurance: In case of death a lump sum becomes due. The present value

313 of this insurance type is denoted by Al — if the cover is provided for n years (eg a term insurance for a
a4 45 year old person with a cover period of 10 years is denoted by A4115:W)' A whole life insurance is an
ats insurance where n = oo and we denote its present value by 4, = Al .

ass  Pure Endowment: In case a person reaches a certain age (eg 65) a lump sum becomes due. The present
a7 value of this type of insurance is denoted by ,, ...

ss  Endowment: Combination of the two types above, eg. if the person dies before the age 65 a lump sum becomes

319 due at the moment of death, otherwise the person receives the lump sum at 65. The present value of this
320 insurance is denoted by A,.. So the present value of the benefits to be paid for a 35 year old person with
a2 maturity at age 65 is denoted by A 551

a2 In order to value a life insurance policy we need to know its value. In the normal life insurance model one expects
@23 lump sums in case of death to become due at the end of the year.
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Figure 2: Value of the benefits of a whole life insurance

2« Whole Life Insurance

a5 In case of death a payment of 1 is due, we have the following for the present value of the benefits as a random

as  variable:
Z = o (17)
27 where K =0,1,2,..... In case of a market consistent valuation Z reads as follows:
7 = 7T(Z(K+1>), (18)

ws 7 takes values v, v2, v3,... and P[Z = v**1] = P[K = k] = yp.q.+r- Hence we get the following for the
=20 book value

A, =E [Z] =E [UK_H} = Z/Uk+1kmeIm+k (19)

k=0

a0 and o
A, =E[Z] =E [r(Zk+1)] = ZW(Z(k+1))kpzqz+k (20)

k=0

s for the market consistent valuation of the expected cash flows. In a next step we can calculate the variance of Z
e  as follows: )
Var[Z)=E[2%] -E[Z]. 1)

s Term Insurance

x4 The calculation is performed completely analogous: if the person dies within the contractual term (eg within n
x5 years) a capital 1 becomes due. In consequence we get the following random variable for the present value of
= the insurance liability:

K+1 — _
Z:{L s forK=0,...,n—1 (22)

0, otherwise
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Figure 3: Value of a term insurance

and hence we have the following for the book value valuation:

n—1

1 _ k+1
Az:m - Z v kPxqz+k-
k=0

For market values of the expected cash flows we have:

(2 R fK=0,...,n—1
Z= { 0,( ) otherwise (23)
and hence
n—1
Al = Z T(Z (k4 1)) kP Qo+ k-
k=0

4.3 Pure Endowment

The calculation is completely analogous. The only difference is the definition of the contractual payment stream.

_Jo, fK=01,....n—1
Z_{ LR ifK=nmn+1,... (24)
and
)
k=0
o0
= Y v"P[K =k]=v"P[K >n]
k=n
= "(1—-P[K <n])=v"(1 — nqz) = V" 1Dz-
For the market value of the expected cash flows we have:
nE.r = Z(n)an'
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xs  Endowment Insurance

s Since an endowment is the sum of a term and a pure endowment insurance the arguments above apply mutatis
xs mutandis and we get:

Ar:m = A;m"!‘nEr

« 4.4 Annuities

«s As with capital insurance there exist a variety of different annuity covers and we need to focus on some particularly
s important ones:

%0 Immediate annuity: This is an annuity where the insured person receives at the beginning of every year an
3s1 annuity 1 until death. The present value of such an annuity is denoted by .

2 Deferred annuity: Here the payment starts in the future, but otherwise it is the same as above. For the present

353 value of the deferred annuity we use ,, a,.,, where n stands for the number of years for which the annuity is
as4 deferred. So 3¢ @35 is a deferred annuity of a 35 year old person which is deferred by 30 years and hence
ass starts at the age of 65.

s Temporary annuity: This is the type of payment stream which is used to model a regular premium payment,
37 starting immediately until death or when a certain term is reached.

Deferred

Temporary

— — Immediate

Figure 4: Value of different annuity covers

=8 In order to evaluate the value of an annuity we need in a first step to define the corresponding present value as a
9 random variable Y.

Y=1+v+0>+.. +0" =iiggg (25)
w0 and we know that P[Y = dm] = P[K = k] = kpsq.+x. Hence we can calculate the expected present value

a1 for the book valuation as follows:

[eS]

iy =E[Y] = tpgqppete - (26)
k=0
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There is also a second possibility where we interpret an annuity as a portfolio of pure endowment policies and
hence we can write:

o0
Y =" vFxxsny- (27)
k=0
Here the present value can be calculated as follows:

i, = E[Y]= Z?}"‘P[K > k] = kakpz.
k=0 k=0

We remark that for the market value of expected cash-flows we need to replace v* by Z(1)- Inanext step it makes
sense to indicate the relationship between capital insurance and annuities. We know the following relation:

1 _ pk+1 1 pK+1
Y=ldvtol+. . 4of="20 7%
1-v d

which is valid as a random variable (please note that d := ﬁ). By applying the expected value operator we get
the following useful relationship:

i = ]E[Y]:]E{%]ZI,%

1-A,
g

or in terms of an actuary
1=di, + A,. (28)

By means of the above equation we can also calculate the corresponding variances as follows:

Var[Y]=Var {%] = %V(zr 2]. (29)

Please note that the above relationship is not true for the market consistent present value of expected cash-flows
since we normally do not have a flat yield curve.

5 Life Tables

The iActuaryimplements the following tables, according to usual notation:

xpcId[] ={"AU-QX-EROF-95-Gen-1950" , "AU-QX-EROM-95-Gen-1950", "B-QX-H-1959-63-MK"

"B-QX-HD-1968-72" ,"B-QX-HF-1959-63-MK" ,"CH-QX-EKF-1995"

, "CH-QX-EKM-1970" , "CH-QX-EKM-1980" , "CH-QX-EKM-1995"

, "CH-OX-ERF-1970" ,"CH-QX-ERF-1980" , "CH-QX-ERF-1990"

, "CH-QX-ERF-1995" , "CH-QX-ERF-2000-PT" ,"CH-QX-ERM-1970"

, "CH-QX-ERM-1980" , "CH-QX-ERM-1990" , "CH-QX-ERM-1995"

, "CH-QOX-ERM-2000-PT" , "CH-QX-EVK-90F" , "CH-QX-EVK-90M"

, "CH-QX-EVK-F-1980" , "CH-QX-EVK-M-1980" , "CH-QX-GKF-1980"

, "CH-QX-GKM-1980" , "CH-QX-GRF-1970" , "CH-QX-GRF-1980"

, "CH-QX-GRM-1970" , "CH-QX-GRM-1980" , "CH-QX-SF-1968-73"

, "CH-QX-VZ-F-1980" ,"CH-QX-VZ-M-1980" ,"CHILE-QX-Chile-1990"

, "D-QX-ADST-1949-51-F" ,"D-QX-ADST-1949-51-M" ,"D-QX-ADST-1960-62-M"
, "D-QX-ADST-1986-F" , "D-QX-ADST-1986-M" , "D-QX-ADST-1987-F"

, "D-QX-ADST-1987-M" , "D-QX-DAV-1994T-F" ,"D-QX-DAV-1994T-M"

, "DE-QX--DAV2008T-Female-NonSmoker-" , "DE-QX--DAV2008T-Female-Smoker-"
, "DE-QX--DAV2008T-Male-NonSmoker-" , "DE-QX--DAV2008T-Male-Smoker-"

, "F-QX-PF-1960-64" ,"F-QX-PF-1966-70" ,"F-QX-PM-1946-49-AJ"
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, "F-QX-PM-1960-64"
"F-QX-TPRV-93MF"

, "FIN-QX-FIN-88M" , "GB
, "IT-OX-RomanEmperors"

,F

"NZ-QX-NZ95F"
"P-QX-Portugal-1980M"
, "RA-QX-RAE-1940-50"
, "RA-QX-RAE-1971-80"
"RA-QX-RAEF-1971-800U"
"S-0X-Sweden-1993F"

-QX-PM-1966-70"
, "F-QX-TV-1973-77"
—QX-A-1967-70"

, "F-QX-TD-1973-77"
, "FIN-QX-FIN-88F"

, "GB-QX-MEDIEVAL"
,"Malaysia-QX-Malaysia—-85F"

, "Malaysia-QX-Malaysia-—
, "NZ-QX-NZ95M"

, "RA-QX-RAE-1954-58"
; "RA-QX-RAE-1981-90"

85M" , "NL-QX-NL-1987F"

, "RA-QX-RA-1857"

, "RA-QOX-RAEM-1971-80"

, "P-QX-Portugal-
, "RA-QX-RA-1960"

, "RA-QX-RAE-1961-70"
, "RA-QX-RAEF-1971-80"

, "NL-QX-NL-1987M"
1980F"

, "RA-QX-RAEM-1971-800U"

, "S-0X-Sweden-1993M"

I
&
8

"Singapore-QX-Singapore-85F" , "Singapore-QX-Singapore-85M"

, "TAIWAN-QX-Taiwan—-89F" , "TAIWAN-QX-Taiwan—-89M"
"THAILAND-QX-Thai-86M" , "UK-QX-IMLOO" ,"UK-QX-PCFAQ0O0" ,"UK-QX-PCFLOO"
, "UK-QX-PCMAOO" , "UK-QX-PCMLOO" , "UK-QX-PEFAQO0" ,"UK-QX-PEFLOQO"
, "UK-QX-PEFLOO" , "UK-QX-PEMAOO" , "UK-QX-PEMLOO" , "UK-QX-PFA92"

, "UK-QX-PFA92C10" , "UK-QX-PFL92" ,"UK-QX-PMA92" ,"UK-QX-PMA92C"
"UK-QX-PML92" , "UK-QX-PNFLOO" , "UK-QX-PNMA92" , "UK-QX-PNMLOO"

, "UK-QX-PPFCO0" , "UK-QX-PPFDOO" , "UK-QX-PPFVAQO" , "UK-QX-PPMAQOOQO"
, "UK-QX-PPMCOO" , "UK-QX-PPMDOO" , "UK-QX-RFAOO0" , "UK-QX-REFDOO"

, "UK-QX-RFV00" ,"UK-QX-RFV92" ,"UK-QX-RMCOO" ,"UK-QX-RMDOO"
"UK-QX-RMV0OO" , "UK-QX-RMV92" , "UK-QX-S1DFA" , "UK-QX-S1DFAH"

, "UK-QOX-S1DFAL" , "UK-QX-S1DFL" , "UK-QX-S1IFA" ,"UK-QX-S1IMA"
"UK-QX-S1INFA" , "UK-QX-S1INFAH" , "UK-QX-S1NMA" , "UK-QX-S1NMAL"

, "UK-QX-S1PFAH" , "UK-QX-S1PFAL" , "UK-QX-S1PFL" , "UK-QX-S1PMA"

, "UK-QX-S1PMAH" , "UK-QX-S1PMAL" , "UK-QX-S1PML" , "UK-QX-WAOO"

, "UK-QX-WA92" , "UK-QX-WLOO" , "UK-QX-WL92" , "US-QX-USRF-2000"

, "US-QX-USRM-2000" };

6 Example Calculation

The following section provides an example calculation and a bonus life table. It is based on the actual observed
life span of the roman emperors using a MLE estimator. This is the table IT-QX-RomanEmperors. Below the
corresponding calculations for a technical interest rate of 4%.

17
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44424
42366

40390
38492
36669
34920
33240
31627
30078
28592
27165
25795

24481
23219
22009
20848
19734
18666
17641
16659
15718
14816

13952
13124
12332
11574
10849
10156
9494
8862
8258
7683

xr
410.1
405.7
401.5
397.4
393.4
389.6
385.9
382.4
378.9
375.6

372.3
369.2
366.1
363.2
360.3
357.5
354.8
352.1
349.5
346.9

344.4
341.9
339.4
336.9
334.5
332.1
329.7
327.2
324.8
322.3

319.8
317.3
314.7
312.0
309.3
306.5
303.6
300.6
297.5
294.2

290.9
287.3
283.7
279.8
275.8
271.6
267.1
262.5
257.6
252.5
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Age
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59

60
61
62
63
64
65
66
67
68
69

70
71
72
73
74
75
76
77
78
79

80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100
101
102

qfl?
0.036
0.038
0.040
0.042
0.045
0.047
0.050
0.053
0.056
0.059

0.062
0.066
0.070
0.074
0.079
0.083
0.088
0.094
0.100
0.106

0.112
0.119
0.127
0.135
0.144
0.153
0.163
0.174
0.185
0.198

0.211
0.225
0.240
0.257
0.274
0.293
0.314
0.336
0.359
0.385

0.412
0.442
0.474
0.508
0.545
0.585
0.628
0.675
0.725
0.780

0.839
0.903
0.972
1.000
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50706
48879
47022
45138
43229
41299
39351
37390
35421
33448

31478
29515
27567
25639
23740
21875
20053
18282
16567
14918

13340
11841
10427
9102
7872
6740
5707
4776
3946
3215

2579
2035
1577
1198
890
646
457
313
208
133

82
48

OO OO0 OO0 = WwNH

7135
6613
6117
5646
5200
4776
4376
3998
3642
3307

2992
2698
2423
2167
1929
1709
1507
1321
1151

996

857
731
619
520
432
356
290
233
185
145

112

- = N WH OO
NO O WwWo WwOoo

OO O0OO0 OO0OO0OO0ODO0OO0OO =+ =N H»

x
247.2
241.6
235.7
229.6
223.2
216.6
209.7
202.5
195.0
187.3

179.4
171.2
162.9
154.4
145.7
136.9
128.0
119.1
110.2
101.3

92.6
84.0
75.6
67.5
59.8
52.4
45.4
39.0
33.0
27.6

22.7
18.4
14.6
11.4
8.7
6.5
4.7
3.3
2.3
1.5

1.0
0.6
0.3
0.2
0.1
0.0
0.0
0.0

0.0

0.0
0.0
0.0
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N.’L'
2056073
1956073
1860329
1768673
1680944
1596987
1516652
1439796
1366283
1295979

1228758
1164498
1103082
1044398
988336
934794
883672
834873
788306
743882

701516
661127
622635
585966
551046
517806
486180
456101
427510
400345

374550
350069
326850
304841
283993
264259
245594
227953
211293
195576

180760
166808
153684
141352
129778
118928
108772

99278

90417

82158

74475
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M,
20920
20510
20105
19703
19306
18912
18523
18137
17754
17376

17000
16628
16258
15892
15529
15169
14811
14457
14104
13755

13408
13064
12722
12383
12046
11711
11379
11049
10722
10397

10075
9755
9438
9123
8811
8502
8195
7892
7591
7294

6999
6709
6421
6138
5858
5582
5310
5043
4781
4523

4271

&Ili
20.5607
20.4303
20.2969
20.1606
20.0214
19.8791
19.7338
19.5855
19.4340
19.2794

19.1217
18.9608
18.7968
18.6295
18.4591
18.2854
18.1085
17.9284
17.7451
17.5585

17.3688
17.1758
16.9797
16.7804
16.5780
16.3725
16.1639
15.9523
15.7377
15.5202

15.2998
15.0767
14.8508
14.6222
14.3911
14.1575
13.9216
13.6833
13.4429
13.2005

12.9561
12.7099
12.4621
12.2127
11.9619
11.7100
11.4570
11.2031
10.9485
10.6934

10.4380

0.2092
0.2142
0.2193
0.2246
0.2299
0.2354
0.2410
0.2467
0.2525
0.2585

0.2645
0.2707
0.2770
0.2835
0.2900
0.2967
0.3035
0.3104
0.3175
0.3247

0.3320
0.3394
0.3469
0.3546
0.3624
0.3703
0.3783
0.3865
0.3947
0.4031

0.4115
0.4201
0.4288
0.4376
0.4465
0.4555
0.4646
0.4737
0.4830
0.4923

0.5017
0.5112
0.5207
0.5303
0.5399
0.5496
0.5593
0.5691
0.5789
0.5887

0.5985

20

Version 0.80,

7.

Februar 2013



248 Anwendung: Applikation

Short iActuaryManual

Age N, M, i A
51 67340 4023 10.1823 0.6084
52 60727 3782 9.9268 0.6182
53 54609 3546 9.6714 0.6280
54 48963 3316 9.4166 0.6378
55 43763 3093 9.1623 0.6476
56 38987 2877 8.9089 0.6573
57 34611 2667 8.6566 0.6671
58 30612 2465 8.4056 0.6767
59 26971 2269 8.1561 0.6863

60 23664 2082 7.9083 0.6958
61 20671 1903 7.6624 0.7053
62 17974 1731 7.4186 0.7147
63 15551 1569  7.1772 0.7240
64 13384 1414  6.9383 0.7331
65 11455 1269  6.7022 0.7422
66 9746 1132  6.4690 0.7512
67 8239 1004 6.2390 0.7600
68 6919 885 6.0123 0.7688
69 5768 774 57892 0.7773

70 4772 673  5.5697 0.7858
71 3915 581 5.3541 0.7941
72 3184 497 51426 0.8022
73 2565 421 4.9353 0.8102
74 2045 353 4.7323 0.8180
75 1613 294  4.5337 0.8256
76 1257 241 4.3397 0.8331
8 77 967 196  4.1505 0.8404
78 734 157  3.9660 0.8475
79 549 124 3.7864 0.8544

80 404 96 3.6117 0.8611
81 292 74  3.4421 0.8676
82 207 55  3.2776 0.8739
83 144 41 3.1181 0.8801
84 98 29  2.9638 0.8860

85 65 21 2.8147 0.8917
86 42 14 2.6707 0.8973
87 26 9 25318 0.9026
88 16 6 23981 0.9078
89 9 4 22694 009127
90 5 2 21458 0.9175
91 3 1 2.0271  0.9220
92 1 1 1.9134 0.9264
93 1 0 1.8045 0.9306
94 0 0 1.7003 0.9346
95 0 0 1.6009 0.9384
96 0 0 1.5060 0.9421
97 0 0 1.4155 0.9456
98 0 0 1.3294 0.9489
99 0 0 1.2476 0.9520
100 0 0 1.1698 0.9550
101 0 0 1.0961 0.9578
102 0 0 1.0272 0.9605
103 0 0 1.0000 0.9615
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On can now check, whether iActuarycalculates correctly. To do this two things are important, namely to set the
interest rate to 4% (eg * *0.04 iTech’’) and to set the terminal age at say 200 (eg ** 200 S’ ’) such that
“Axn1”, matches the calculated A,.

7 Used Motalityrates per Table

Note:
L]

Some tables start at an age > 0. In this case the mortality for all lower ages has been set to 0.

For this document the numbers are shown with a precision of 5 digits up to the age with the last complete
group of 5 future entries.

The motality at w has always set to 1.

Not all tables have yet been implemented in iActuary, since they were deemed not useful enoungh.

It is important to understand that most tables have been collected from public sources. There is however
a risk, that there are errors in the underlying public data. Hence it is of utmost importance to verify that
the table choosen is adequate for the situation and to try to reproduce figures from “official” with the ones
calculated by iActuaryin order to unserstand the differences.

7.1 Table: CH-QX-EKF-1995

T

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120

Gz
0.00156
0.00032
0.00085
0.00065
0.00114
0.00254
0.00542
0.01208
0.04671
0.11717
0.22306
0.36414
0.54016

Ga+1
0.00122
0.00037
0.00078
0.00068
0.00122
0.00274
0.00582
0.01391
0.05216
0.12617
0.23559
0.38018

qz+2
0.00093
0.00041
0.00071
0.00071
0.00132
0.00296
0.00620
0.01610
0.05796
0.13552
0.24847
0.39656

7.2 Table: CH-QX-EKM-1970

T
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110

Gz
0.00097
0.00112
0.00127
0.00142
0.00262
0.00680
0.01748
0.04477
0.11201
0.26371
0.54703
0.92810
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Ga+1
0.00098
0.00113
0.00128
0.00147
0.00287
0.00747
0.01921
0.04914
0.12246
0.28567
0.58253
0.96629

qa+2
0.00100
0.00115
0.00130
0.00153
0.00315
0.00821
0.02111
0.05393
0.13381
0.30905
0.61903

qz+3
0.00070
0.00045
0.00067
0.00074
0.00143
0.00320
0.00659
0.01866
0.06412
0.14523
0.26170
0.41330

qx+3
0.00102
0.00117
0.00131
0.00160
0.00346
0.00902
0.02320
0.05916
0.14610
0.33386
0.65637

qz+4
0.00052
0.00053
0.00063
0.00078
0.00155
0.00345
0.00700
0.02158
0.07063
0.15529
0.27528
0.43038

Qux+4
0.00103
0.00118
0.00133
0.00169
0.00381
0.00992
0.02550
0.06489
0.15940
0.36013
0.69443

qz+5
0.00038
0.00073
0.00061
0.00082
0.00169
0.00372
0.00745
0.02487
0.07750
0.16570
0.28922
0.44781

qaz+5
0.00104
0.00120
0.00135
0.00179
0.00420
0.01090
0.02801
0.07115
0.17378
0.38784
0.73303

qz+6
0.00030
0.00099
0.00060
0.00086
0.00183
0.00401
0.00797
0.02852
0.08472
0.17647
0.30350
0.46558

dz+6
0.00106
0.00121
0.00136
0.00191
0.00463
0.01198
0.03078
0.07798
0.18928
0.41699
0.77201

qz+7
0.00025
0.00111
0.00061
0.00092
0.00199
0.00431
0.00864
0.03253
0.09230
0.18759
0.31814
0.48371

Qx+7
0.00108
0.00122
0.00137
0.00205
0.00510
0.01316
0.03381
0.08543
0.20597
0.44754
0.81118

qz+38
0.00025
0.00104
0.00061
0.00098
0.00216
0.00464
0.00950
0.03690
0.10024
0.19906
0.33312
0.50218

qx+8
0.00109
0.00124
0.00139
0.00222
0.00562
0.01447
0.03713
0.09355
0.22391
0.47944
0.85038

qz+9
0.00027
0.00094
0.00063
0.00106
0.00234
0.00501
0.01063
0.04162
0.10853
0.21088
0.34846
0.52100

qz+9
0.00111
0.00126
0.00140
0.00241
0.00619
0.01590
0.04077
0.10239
0.24314
0.51263
0.88941
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« 7.3 Table: CH-QX-EKM-1980

z qx qz+1 qz+2 qz+3 qz+4 qz+5 qz+6 qz+7 qz+8 qz+9
0 0.00090 0.00091 0.00092 0.00093 0.00094 0.00096 0.00097 0.00098 0.00099 0.00101
10 0.00102 0.00103 0.00104 0.00105 0.00107 0.00108 0.00109 0.00110 0.00112 0.00113
20 0.00114 0.00115 0.00116 0.00118 0.00119 0.00120 0.00121 0.00123 0.00124 0.00125
30 0.00126 0.00128 0.00130 0.00134 0.00140 0.00148 0.00158 0.00170 0.00185 0.00202
40 0.00222 0.00245 0.00271 0.00300 0.00333 0.00369 0.00409 0.00452 0.00500 0.00552
50 0.00609 0.00671 0.00738 0.00813 0.00896 0.00987 0.01088 0.01200 0.01323 0.01459
60 0.01609 0.01775 0.01957 0.02159 0.02380 0.02624 0.02892 0.03187 0.03511 0.03866
70 0.04256 0.04682 0.05148 0.05656 0.06211 0.06815 0.07472 0.08184 0.08955 0.09788
80 0.10685 0.11650 0.12684 0.13789 0.14966 0.16217 0.17540 0.18934 0.20399 0.21930
90 0.23523 0.25175 0.26879 0.28628 0.30414 0.32230 0.34065 0.35911 0.37758 0.39595
100 0.41415 0.43207 0.44963 0.46676 0.48337 0.49942 0.51484 0.52961 0.54368 0.55704
110 0.56967 0.58157 0.59275 0.60322 0.61299 0.62208 0.63052 0.63833 0.64556 0.65222
120 0.65835

448

« 7.4 Table: CH-QX-EKM-1995

x qx qz+1 qz+2 qz+3 qz+4 qz+5 qz+6 qz+7 qz+8 qz+9
0 0.00310 0.00118 0.00081 0.00072 0.00064 0.00058 0.00052 0.00048 0.00045 0.00043
10 0.00042 0.00043 0.00045 0.00050 0.00059 0.00077 0.00107 0.00147 0.00189 0.00218
20 0.00225 0.00217 0.00203 0.00186 0.00171 0.00159 0.00150 0.00142 0.00137 0.00133
30 0.00130 0.00130 0.00130 0.00132 0.00134 0.00137 0.00141 0.00147 0.00154 0.00162
40 0.00172 0.00184 0.00198 0.00215 0.00234 0.00256 0.00281 0.00310 0.00342 0.00377
50 0.00417 0.00460 0.00507 0.00559 0.00615 0.00678 0.00745 0.00818 0.00896 0.00981
60 0.01075 0.01175 0.01279 0.01391 0.01506 0.01627 0.01755 0.01890 0.02033 0.02184
70 0.02342 0.02511 0.02697 0.02911 0.03164 0.03464 0.03822 0.04247 0.04749 0.05338
80 0.06023 0.06778 0.07567 0.08391 0.09250 0.10144 0.11073 0.12036 0.13035 0.14070
90 0.15139 0.16243 0.17382 0.18556 0.19765 0.21009 0.22288 0.23602 0.24952 0.26336
100 0.27755 0.29209 0.30697 0.32221 0.33780 0.35373 0.37001 0.38665 0.40363 0.42095
110 0.43863 0.45665 0.47502 0.49373 0.51280 0.53221 0.55196 0.57206 0.59250 0.61329
120 0.63442

450

« 7.5 Table: CH-QX-ERF-1970

€z qx Gz+1 qz+2 qz+3 qz+4 qz+5 qz+6 qu+7 qz+8 qz+9
0 0.00064 0.00064 0.00064 0.00064 0.00064 0.00064 0.00064 0.00064 0.00064 0.00064
10 0.00064 0.00064 0.00065 0.00065 0.00065 0.00065 0.00066 0.00066 0.00067 0.00068
20 0.00068 0.00069 0.00071 0.00072 0.00073 0.00075 0.00077 0.00079 0.00081 0.00084
30 0.00087 0.00090 0.00093 0.00097 0.00101 0.00106 0.00111 0.00116 0.00122 0.00129
40 0.00136 0.00143 0.00151 0.00160 0.00169 0.00179 0.00189 0.00201 0.00213 0.00225
452 50 0.00239 0.00254 0.00271 0.00291 0.00313 0.00338 0.00368 0.00401 0.00439 0.00482
60 0.00531 0.00587 0.00650 0.00723 0.00806 0.00900 0.01007 0.01129 0.01268 0.01426
70 0.01605 0.01808 0.02039 0.02301 0.02598 0.02933 0.03312 0.03741 0.04223 0.04766
80 0.05377 0.06060 0.06825 0.07678 0.08627 0.09679 0.10841 0.12120 0.13520 0.15047
90 0.16703 0.18489 0.20404 0.22443 0.24600 0.26864 0.29223 0.31661 0.34160 0.36699
100 0.39258 0.41814 0.44345 0.46829 0.49248 0.51583 0.53820 0.55946 0.57952 0.59833
110 0.61584 0.63205 0.64698
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